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Einleitung

In dieser Diplomarbeit behandle ich eéin Thema aus der Berechenbarkeitstheorie. Es geht um den
Vergleich unstetiger Funktionen, vor allem Funktionen aus der Analysis. Ich beziehe mich
dabei auf das Buch ,, Computability” von Klaus Weihrauch und auf eine Diplomarbeit von
Thorsten von Stein mit dem Titel ,, Vergleich nicht konstruktiv |6sbarer Problemein der
Anaysis'.

Die Funktionen, die dabei betrachtet werden, sind Typ-I1-Funktionen. Dies bedeutet, dal3 ihr
Definitionsbereich die Machtigkeit des Kontinuums hat. Die Argumente sind unendliche
Objekte, z.B. Folgen Uber den nattrlichen Zahlen, Mengen von natiirlichen Zahlen, reelle
Zahlen usw. Aber der Definitionsbereich hat hochstens die Machtigkeit des K ontinuums, also
desIntervalls[0,1] der reellen Zahlen, was auch der Méchtigkeit der Potenzmenge oder der
Menge aller Folgen der nattirlichen Zahlen entspricht. Eine Theorie der Typ-11-Berechenbarkeit
erfaldt nicht digjenigen Funktionen mit noch méchtigerem Definitionsbereich. So sind as
Argumente nicht beliebige Funktionen Uber den reellen Zahlen zugelassen, dadie Menge aler
derartiger Funktionen méchtiger ist das Kontinuum. Als Argumente kommen nur
kontinuumsméchtige Tellmengen der reellen Funktionen in Betracht, z.B. die Menge der
stetigen Funktionen Uber einem kompakten Intervall.

Die Theorie der Typ-11-Berechenbarkeit besitzt teilweise grolRe Ahnlichkeiten zur Berechen-
barkeitstheorie der Typ-1-Funktionen. Wesentliche Unterschiede enthillt der Begriff der
Stetigkeit bzw. Unstetigkeit bel den Typ-11-Funktionen. Eine Funktion heif3t dabei stetig, wenn
zur Berechnung eines endlichen Teils des Ergebnisses immer auch ein endlicher Teil des
Arguments ausreicht. Der Begriff Stetigkeit wird dadurch gerechtfertigt, dald er bei der Wahl
einer geeigneten Topologie mit dem topol ogischen Begriff der Stetigkeit Gbereinstimmit. Ich
werde dieses Themaim ersten Kapitel kurz umreifen.

In der Typ-I-Berechenbarkeitstheorie ist ein wichtiges und faszinierendes Ergebnis, dal3 es
nicht berechenbare Funktionen gibt, aso Funktionen, die durch einen Computer mit einem
endlichen Programm nicht berechnet werden kénnen. Solche Funktionen sind gewissermal3en
zu kompliziert, um durch eine endliche Zeichenkette (Programm) codiert werden zu kdnnen.
Bel Beweisen wird oft zu dem Hilfsmittel der Selbstanwendbarkeit gegriffen. Man kann einige
Funktionen so interpretieren, dal3 sie Eigenschaften von Funktionen und damit auch von sich
selbst berechnen konnen. Mit diesem Trick kann dann oft die Annahme, eine Funktion sei
berechenbar, zum Widerspruch gefihrt werden.
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Eine @nliche Position wie die nicht berechenbaren Funktionen in der Berechenbarkeitstheorie
nehmen die unstetigen Funktionen in der Typ-11-Theorie ein. Man kann die Unstetigkeit einer
Funktion so interpretieren, dal3 die Funktion von einem Computer selbst mit einem unendlichen
Programm nicht berechnet werden kann 1. Es zeigt sich, dal3 viele vertraute reelle Funktionen,
die wir aus der Schulmathematik kennen, unstetig und damit erst recht nicht berechenbar sind.
Dies erklart auch, warum in eéinem Gebiet wie der numerischen Mathematik soviel experi-
mentiert werden mul3. Viele numerische Verfahren sind in bestimmten Zahlbereichen
zuverlassig und liefern gute Ergebnisse, in anderen Bereichen sind sieinstabil und liefern
vollkommen falsche Werte. Bei welchen Eingaben die Algorithmen zuverl&ssige Ergebnisse
abliefern, ist oft eher eine Erfahrungssache denn ein beweisbarer Sachverhalt.

Ich finde auch die Existenz dieser unstetigen Funktionen bemerkenswert. Insgesamt zeigt sich,
dal3 die Moglichkeiten eines Computers und damit von exakten Methoden und Algorithmen eng
begrenzt sind. Der Mensch ist in seinem Denken dieser Grenzen nicht génzlich enthoben,
jedoch hat er immer die Moglichkeit und das Bedrfnis, festgel egte Methoden und
Denkschablonen zu Uberschreiten, zu transzendieren. So liegt die Faszination der Mathematik
sicherlich auch darin, dal3 es keinen Algorithmus gibt, der bei jedem Problem zum Erfolg fihrt.
Gerade die ungel 6sten Aufgaben der Mathematik Uben auf jeden Interessierten den grofdten Reiz
aus. So sind auch viele Existenzbeweise und Widerspruchsbeweise in meiner Arbeit nicht
konstruktiv. Ob esim menschlichen Denken etwas nicht Erfal3ares wie Intuition gibt, ist
natUrlich elne philosophische oder weltanschauliche Frage, die mit exakten Mitteln nicht zu
beantworten ist.

Ich werde im ersten Kapitel kurz den Stetigkeitsbegriff der Theorie der Typ-I1-Berechenbarkeit
skizzieren. AulRerdem mochte ich dort zusammenfassen, was Thorsten von Stein in seiner
Diplomarbeit Uber unstetige Funktionen herausgefunden hat. Er hatte dort eine Hierarchie von
unstetigen Funktionen definiert, die sogenannte C-Hierarchie. Im 2.-5. Kapitel flige ich dieser
Hierarchie neue Funktionen hinzu. Im 2. Kapitel beschéftige ich mich mit Q-stetigen
Funktionen und ihrer Beziehung zu den C-stetigen Funktionen. Im 3. Kapitel beweise ich, dal3
auch die Berechnung der n-ten Ableitung einer n-mal stetig differenzierbaren Funktion C-stetig
ist. Ich beweise in diesem Kapitel ebenfalls einige Sétze zu einem Fortsetzungsproblem und zur
Ubersetzung von Zahlen von r-adischer in s-adische Darstellung. Kapitel 4 fiihrt einige neue
C2-stetige Funktionen ein und Kapitel 5 mehrere C3-stetige Funktionen. Im 6. Kapitel definiere

1 Eine Typ-I-Funktion | &%t sich immer durch ein unendliches Programm berechnen. Das Programm bré&uchte nur
eine Liste der abzadhlbar vielen Argumente mit den jeweiligen Funktionswerten zu sein.
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ich eine neue Klasse von Funktionen, die tber der gesamten C-Hierarchie liegt, die Klasse der
C*-gtetigen Funktionen. Im 7. Kapitel schliefdich versucheich, unstetige Funktionen durch
pradikatenl ogische Ausdriicke zu beschreiben, so wie das fir nicht berechenbare Typ-I-
Funktionen mit der Kleene-Hierarchie gemacht wird. Ich kann leider noch nicht so exakte und
eindeutige Ergebnisse vorweisen. Ich habe dort bewiesen, dal3 bestimmte Ausdriicke mit n
Quantoren C"-stetige Funktionen definieren, aber ich konnte die umgekehrte Richtung nicht
nachweisen. Ich vermute zwar, dal’ C"-stetige Funktionen durch Ausdriicke mit héchstens 2:n
Quantoren beschrieben werden kénnen, habe aber dieses Problem zunéchst zurlickgestelIt.
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Symbolerklarung
An dieser Stelle mdchte ich noch einige Bezeichnungskonventionen meiner Arbeit erklaren.

N-Tupel Uber der Menge der natiirlichen Zahlen werden durch (ag,ay,...,a,.1) JIN™ bezeichnet,
konstante n-Tupel durch a". Folgen tiber IN werden durch (ag,ay,...)JIN® bezeichnet,
konstante Folgen durch a®. Dabei wird durch IN® oder IB die Menge dler Folgen tiber IN
symbolisiert und durch IN* die Menge aler endlichen Worte tiber IN. Es sind auch gemischte
Darstellungen méglich, so meint (1,2,...,6)23 dasselbe wie (1,2,3,4,5,6,2,2,2) und
(0,1,2)033% ist die Folge (0,1,2,0,0,0,3,3,3,3,...). Fir die Prafixrelation von Worten oder
Folgen wird ,,<* bzw. ,, <" verwendet. Die ersten n Zeichen einer Folge p werden durch [pll,,
bezeichnet: [p]n:=(p(0),p(2),....p(n-1)). M P ist die durch p représentierte Menge: Mp::{ k| (0)
p(i)=k+1}. My=0< p=0%.

Die Cantorsche Paarungsfunktion ,,<,>* wurde schon bei Weihrauch auf Folgen ausgedehnt 2.
Es gelten folgende Definitionen: <p,g>(2n):=p(n) und <p,g>(2n+1):=q(n) fir alle Folgen
P,q0IN®. <p>:=p und <pq,P2;...,Pk+1>:=<<P1,P2,---,Pk>:Pk+1> fUr alle Folgen
P,P1,P2;---sPr+10IN. <i,p>(0):=i und <i,p>(n+1):=p(n) fur ale iJIN und alle Folgen
PUIN®. <pg,p1,P2,..-><i,j>:=p;(j) fur ale pg,p1.p2,...0IN®.

Bei Stein 3 wird auch oft das noch nicht definierte Tupel <p,i> mit iCIN, pOIN® benutzt. Da
ich mich an die dort eingefiihrte Schreibwei se halten méchte, definiere ich nachtraglich
<p,i>:=<i,p> fur aleiIN und pOIN®. Auf diese Weise & sich die Paarungsfunktion auch
auf beliebige gemischte Folgen ausdehnen. Definiere <x>:=x und

SXL,X2e ey Xt 11 T<<K L, X2, X > X 1> FUF Al X,X1,X0,.., X+ 1 DINOIN®, Z.B. gilt dann
<0®W 1,2,3>=<<0W 1,2> 3>=<<<0® 1>,2> 3>=<3,<<0W 1> 2>>=<3 <2, <0® 1>>>
=<3,<2,<1,09>>>=(3,2,1)0%,

Einige einfache Funktionen werden in den Beweisen des 6fteren benttigt.
NEG:IN - IN wird definiert durch NEG(n)::{lo;(?rI]l;n_l fur allendIN.

0 falsp(n)=1
1 sonst

SIGN:N - IN wird definiert durch SIGN():={ e * fur allencIN.

INV:IB - IB wird gegeben durch INV(p)(n)::{ fur ale pdB und nOIN.

0:[0,1] - IR ist die konstante Nullfunktion im Intervall [0,1]: O(x):=0 fur ale x[0,1].

2 [Weihrauch] Seite 346.
3 [Stein] Seite 15.
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Kapitel |I. Typ-l1-Berechenbarkeit und C-Hierarchie
Typ-I1-Berechenbarkeit

Im Unterschied zur Theorie der Typ-I-Berechenbarkeit beschéftigt sich die der Typ-l1-
Berechenbarkeit mit Funktionen, deren Argumente unendliche Objekte sind. Diessind z.B.
Funktionenf:IB - IB, f:IB - IN, f: C-C, f:C = IN, f:P® - P® und f:P® - IN. IB ist dabei die
Menge aler Folgen natiirlicher Zahlen. C ist die Menge aller Folgen tber {0,1}. PP ist die
Menge aler Teilmengen von IN, also die Potenzmenge von IN. Ich beschéftige mich in dieser
Arbeit nur mit Funktionen f:IB - IB und f:IB — IN. Auf3erdem sind 1By und Cq definiert durch
IBo:=IBOIN* und Cp:=C0{0,1}*.

In der Theorie der Berechenbarkeit wurde vor allem die Kompliziertheit der Funktionen
untersucht. Ein wichtiges Ergebnisist, dal3 es nicht berechenbare Funktionen gibt, also
Funktionen, die so kompliziert sind, dal? sie nicht durch einen endlichen Algorithmus
dargestellt werden kénnen. Solche Probleme kann man in die Theorie der Typ-11-
Berechenbarkeit ganz einfach importieren, z.B. durch Benutzung des

Selbstanwendbarkeitsproblems K : Definiere f: 1B - IB durch f(p)(n)::ﬁ ;g‘r';tp(o)m K fir dle

pUIB und nCJIN .

Dieswaére aber nur eine Darbietung bekannter Sachverhalte in einem neuen Gewand. Die Typ-
I1-Berechenbarkeit bringt aber vollkommen neue Probleme mit sich. Dies hat seine Ursache
darin, dai3 die Eingabe fr die Funktion vor der Verarbeitung nicht mehr vollstandig vorliegen
kann. Eine Maschine fur Typ-11-Funktionen kann, wenn sie Werte ausgibt, immer nur einen
endlichen Teil der Eingabe eingelesen haben. Also hangt jeder Teil der Ausgabe von einem
endlichen Prafix der Eingabe ab. Funktionen, die sich so verhalten, heif3en dabei stetig.

Die Typ-lI-Maschine liest von einem Eingabeband Zeichen 4. Der Lesekopf wandert dabei
nach rechts. Fir Zwischenrechnungen benutzt die Maschine ein Band, das wie das Band einer
Turingmaschine gelesen und beschrieben werden kann. Dal3 das Band nur nach rechts
unendlichist, stellt dabei keine Einschrankung dar. Die néchste Operation des Automaten hangt
dann von dem eingelesenen Zeichen, vom internen Zustand und von dem Zeichen auf dem
Hilfsband ab. Das Ausgabeband kann nur beschrieben werden, der Schreibkopf wandert nur

4 Fir Funktionen f:B — B oder f:IB — IN miifite die Folge auf dem Eingabeband genauso wie die Ausgabe codiert
werden, z.B. durch binére Darstellung.
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nach rechts. Wenn bisher ausgegebene Zeichen wieder Uberschrieben werden kénnten, so wére
die Ausgabe unzuverladssig, denn es gibt keinen Halt der Maschine. Bel der Turingmaschine
wird der Funktionswert einer Funktion genau dann berechnet, wenn die Maschine hdt. Bel
Existenz des Funktionswertes erhalten wir eine positive Antwort durch das Anhalten der
Maschine, bel Nichtexistenz erhalten wir diese Antwort nicht. Dadie Typ-11-Maschine nicht
anhdlt, erhalten wir keine Antwort. Der Funktionswert existiert genau dann, wenn unendlich
viele Felder des Ausgabebandes beschrieben werden. Er existiert nicht, fallsvon einer Stelle an
keine Ausgabezei chen mehr ausgegeben werden. In beiden Féllen gibt es aber keine Antwort,
ob der Funktionswert existiert.

Eine Maschine, die Typ-I1-Funktionen berechnet, sieht schematisch so aus °:

Eingabeband

Automat, durch
Programm ge-
steuert

Band fur Zwischenrechnungen

Eine Typ-11-Maschine fir stetige Funktionen arbeitet etwas anders. Sie wird nicht von einem
endlichen Programm gesteuert. Fur eine stetige Funktion f: IB - IB ist es erforderlich, dal3 zur
Berechnung eines endlichen Prafixes der Ausgabe ein endliches Préfix der Eingabe reicht. Die
stetige Funktion f ist eindeutig festgelegt durch eine isotone Wortfunktion f mit der Eigenschaft
f(p)=sup{f (v)|v<p} 6. Die Maschine wird dann nicht durch ein endliches Programm gesteuert,
sondern durch eine unendliche Tabelle von Ein- und Ausgabepréfixen. Diese Tabellewird wie

S [Weihrauch] Seite 341.
6 Satz 3.1.26 [Weihrauch] Seite 343. Ich werde im folgenden die entsprechende isotone Wortfunktion einer

Funktion f mit f bezeichnen.
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ein zweites Eingabeband benutzt. Beim Einlesen der Zeichen vom Eingabeband sucht die
Maschine nur nach dem bisher eingelesenen Préfix auf dem Steuerband und verlangert die
bisherige Ausgabe eventuell mit denjenigen Zeichen des zugeordneten Ausgabepréfixes, die
noch nicht auf das Ausgabeband geschrieben wurden.

Eingabeband

Band mit isotoner Wortfunktion

U

Automat

Band fur Zwischenrechnungen

Die Menge der stetigen Funktionen von IB nach IB bzw. von IB nach IN wird mit [IB - IB] bzw.
[IB — IN] bezeichnet. Analog zur Numerierung ¢ der berechenbaren Funktionen gibt es
Représentationen x:IB - [IB - IN] und :IB - [IB - IB] mit &nlichen Eigenschaften wie ¢. Die
Namen der stetigen Funktionen unter x bzw. { sind nichts anderes als Kodierungen der
zugehorigen isotonen Wortfunktionen.

Der Ubergang zur Typ-11-Berechenbarkeit wird unter anderem durch bestehende Theorien der
Mathematik motiviert. So sind Objekte, mit denen wir vertraut sind, wie z.B. reelle Zahlen,
Mengen oder Funktionen, im algemeinen unendliche Objekte. Will man Funktionen auf einer
Menge solcher Objekte betrachten, so mufd man die Elemente derselben durch unendliche
Objekte reprasentieren, also z.B. durch unendliche Folgen. Allerdings gelingt dies nur fir
kontinuumsmé&chtige Mengen. Die Mé&chtigkeit von IB ist gleich der Machtigkeit der
Potenzmenge von IN, dasist gleich der Mé&chtigkeit von IR oder der aller stetigen Funktionen

Uber dem Intervall [0,1]. Mé&chtigere Mengen lassen sich durch Folgen nicht mehr
reprasentieren. Z.B. ist die Menge aller Funktionen f:IR - IR nicht mehr kontinuumsmaéchtig.
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n-m
Nun zur Darstellung einiger dieser Objekte. Jede rationale Zahl r ist darstellbar al's Bruch 1

n-m
mit geeigneten Zahlen n,m,k0IN. Durch vg<n,m,k>:=} ;1 wird eine Numerierung v, der

rationalen Zahlen definiert. Reelle Zahlen lassen sich auf vielfache Weise représentieren:

Pn:IB - IR ist die Darstellung durch Cauchy-Folgen und wird definiert durch

X fallsvp(p(n)) gegen x konvergiert .
Pn(P): ?d(iv sonst mit

dom(pn)={p | n'lrpoVQ(D(n)) existiert}.

Bx falls vo(p(n)) gegen x konvergiert und

p<IB — IR wird definiert durch p<(p):=0 v 5(p(n)) streng monoton wéchst
iv sonst

Bx falls vg(p(n)) gegen x konvergiert und

p>1B — IR wird definiert durch p>(p):=0 v (p(n)) streng monoton abnimmt
iv sonst

OB - IR ist die m-adische Darstellung reeller Zahlen und wird definiert durch

Srn(P): =T (P(0))-T(P(0))+ ). p(i)-m-.
=1

Diese Représentationen eignen sich nicht besonders gut. Sie approximieren zwar reelle Zahlen,
aber da die Konvergenzgeschindigkeit nicht bekannt ist, hat man keine Information Uber die
Gute der Approximation eines endlichen Anfangsstiicks. Wir verwenden fast immer die
Repésentation p, die diesen Mangel behebt.

@( fallsvg(p(n)) gegen x konvergiert und

. - far alle m,n mit n>m gilt
p:IB - IR wird definiert durch p(p):=[ | i
_ Vo(p(m))-vo(p(n))|<2-M
iv sonst

Die Menge der stetigen Funktionen Uber dem Intervall [0,1] 183t sich auch représentieren, z.B.
durch eine Approximation durch Polygone. Diesist mdglich, da die Menge der Polygone mit
rationalen Eckpunkten abzahlbar und in der Menge der stetigen Funktionen dicht ist. Eswird
eine Numerierung a der Polygonzige auf dem Intervall [0,1] zugrunde gelegt. Die
Reprasentation dy wird dann definiert durch



Kapitel 1. Typ-11-Berechenbarkeit und C-Hierarchie Seite 10

E falls a(p(n)) gegen f konvergiert und
far alle m,n mit n>m gilt
Ba(p):=] ; ! J

_ la (p(m))-a(p(n))|<2-M
iv sonst
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Die C-Hierarchie

In der Diplomarbeit von Thorsten von Stein mit dem Titel "Vergleich nicht konstruktiv [Gsbarer
Probleme in der Analysis' wurde versucht, die im Sinne der Typ-11-Berechenbarkeit nicht
stetigen Funktionen von IB nach IB oder von IB nach IN nach ihrer Schwierigkeit in Klassen
einzuteilen.

Hierzu wurde eine bestimmte Art von Reduzierbarkeit definiert:

2ol ;= Esgibt zwei stetige Funktionen A und B mit Z(p)=A<p,loB(p)> fur dle pB.

Dies bedeutet: Z ist reduzierbar auf I, gdw. Z mit Hilfe von I berechnet werden kann, wobel p
vor der Anwendung von I™ stetig mit B umgerechnet werden kann und zur Berechnung des
Ergebnisses mit A die Ausgangsfolge p nochmal mit hinzugezogen wird. Der dazugehtrende
Aquivalenzbegriff wird definiert durch =5l : = <ol und I'<,%.

Q-stetige Funktionen

Eine der einfachsten unstetigen Funktionen ist das Allwissenheitsprinzip Q. Q(p) ist O, wenn p
die konstante Nullfolge ist, und sonst 1. Der Beweis der Unstetigkeit ist einfach. Um Q(p) zu
berechnen, reicht kein endliches Préfix der Eingabe aus. Es ist das Wissen Uber die unendlich
vielen Folgenglieder notig. Daher der Name Allwissenheitsprinzip.

Esist moglich, die Berechnung vieler anderer Funktionen auf Q zurtickzufthren. So sind
natUrlich alle stetigen Funktionen auf Q reduzierbar. Aber auch weitere unstetige Funktionen
lassen sich auf Q reduzieren. Im Folgenden zéhleich die Q-stetigen Funktionen aus [Stein] auf,
wobei ich die Funktionen dort, wo es moglich ist, durch prédikatenl ogische Ausdriicke
beschreibe, daich hierauf spater noch zuriickkommen werde.

Allwissenheitsprinzip:
.0 falls (On) p(n)=0
ap sonst

Test auf reelle Zahl gleich O:

.0 falls =0
o) THL sonstp(p)

_0falls (On) [vo(p(n))|s2"
sonst
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Gleichheit redler Zahlen:

0 falls p(p)=
G(p) := SOnstp(p) p(a)

_0 falls (On) vo(p(n))-vo(a(n))<2-n+1
sonst

Test auf Nullfunktion:

V(p) = falls 84 (p)=0
sonst
_0falls (On) Ja(p(n))|s2n
sonst

Test auf Gleichheit zweier stetiger Funktionen:
>:=0 falls &q(P)=0a(q)
il sonst
—0 falls (On) |o(p(n))-a(g(n))|<2+1
il sonst

W<p,q

Test auf Nullstelle:

Z(p) ._L0 falls &q4(p) besitzt eine Nullstelle
" 0l sonst

_0falls (On) Inf(Ja(p(n)))<2-"
sonst

Test auf Nullstellein beliebigem Intervall:

_L0 falls d4(p) besitzt eine Nullstelle in [p(q),p(r)]

Z'<p,q,r>:—%l sonst

C-stetige Funktionen

Viele Funktionen wird man schon aus dem Grund nicht auf Q reduzieren kdnnen, well die
Funktionswerte von Q Zahlen sind und keine Folgen. Eine recht einfache unstetige Funktion ist

die charakteristische Funktion C, die entscheidet, ob eine natlrliche Zahl nin p vorkommt oder

nicht. Genauer entscheidet sie, ob n+1 in p vorkommt: C(p)(n): =2 iglrl;tnm Mp

Das hat den Vorteil, dal3 durch die Nullfolge die leere Menge représentiert werden kann. Der
Funktionswert von C ist wieder eine Folge. Man kann nun auch viele IB-wertige Funktionen
auf C reduzieren. Eine Funktion I heil3t dabei Cl-stetig, gdw. es stetige Funktionen A und B

gibt mit I (p)=A<p,CoB(p)> fir alle plJIB. Nach Satz 4.3 in [Stein] kann man im Fallevon C



Kapitel 1. Typ-11-Berechenbarkeit und C-Hierarchie Seite 13

die Reduzierbarkeitshedingung vereinfachen: Eine Funktion I' ist C1-stetig, gdw. es stetige
Funktionen A und B gibt mit I (p)=AoCoB(p) fur ale plB.

Esfolgen jetzt die Cl-stetigen Funktionen aus [Stein]. Hierbei konnteich im allgemeinen keine
préadikatenl ogische Beschreibung angeben, da von dem Funktionswert meistens nur die
Erflllung einer Eigenschaft gefordert ist, die von verschiedenen Folgen erflllt werden kann. In
den betreffenden Bewel sen werden dann zwar bestimmte Folgen konstruiert, aber diese lassen
sich préadikatenl ogisch schlecht beschreiben.

Charakteristische Funktion:

Clp)(ny:=) Falls nMp

_t0falls (Om) p(m)+1=n
Al sonst

Ubersetzung pp, nach p:
P(F(R))=pn(p)

Ubersetzung p< nach p:
P(F(p)=p<(p)

Ubersetzung p- nach p:
P(F"(p))=p>(p)

Ableitung an einer Stelle:
p(D'<p,g>) ist die Ableitung von dq(p) an der Stelle pr(Q)

Abletungsfunktion:
0q(A(p)) ist die Ableitungsfunktion von &y(p)

Kleinste Nullstelle:
p(S(p)) ist die kleinste Nullstelle von &y(p)
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C2-stetige Funktionen

Esist eine interessante Tatsache, dal3 die mehrmalige Anwendung der Funktion C zu neuen
Funktionen fuhrt. So ist die Funktion N, die gleich in der Aufzahlung erscheint, mit Hilfe
zweimaliger Anwendung von C stetig berechenbar, aber die einmalige Anwendung von C reicht
nicht aus: Es gibt stetige Funktionen A4, A, und A3 mit N(p)=A10CeA,0CoA5(p) fur ale pUiB,
es gibt aber keine stetigen Funktionen A, und A, mit N(p)=A10CoA,(p) fur alle pUIB. Diesist
Veranlassung dafUr, eine ganze Hierarchie von unstetigen Funktionen rekursiv zu definieren:
eine Funktion " hei CO-stetig, gdw. sie stetig ist, sie heilt Cn*1-stetig, wenn es eine Cn-
stetige Funktion X und stetige Funktionen A4, A, und A3 gibt mit I (p)=A10CoA 503 0A5(p) flr
ale plIB. Esfolgen jetzt die C2-stetigen Funktionen aus [Stein].

Test auf M=N:
N f 0fallsMp=N
(P) =1 1 sonst

_O falls (On)(0m) p(m)+1=n
Al sonst

Test auf My unendlich:
0 falls M unendlich

U(p) ::{ 1 sonst

_0 falls (Un)(Cm) p(m)>n
Al sonst

Halteproblem fr :
_L0 falls Yp(q) existiert
sonst

~H0 falls (Un)(Lm) wp(g)(n)=m
sonst

K<p,g>:

Haufungspunkt einer rationalen Folge:
H(p) ._t0 falls 0 Haufungspunkt von (vo(p(n)))non
" [l sonst
_0 falls (Om)(Ok)(Ch>k) [vo(p(n))l<2-m
sonst
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Haufungspunkt einer reellen Folge:

_0 falls p(p) Haufungspunkt von (p(pn))non
Al sonst

-0 falls (Om)(TK)(>k) [p(an)-p(p)I<2™
%l. sonst

-0 falls (Om)(Ok)(Ch>k) [vg(g<n,n>)-vg(p(n))|<2-m
sonst

H'<p,g>:

Charakteristische Funktion der Auftretenshaufigkeit:
L __{ 0 falls n unendlich oft in p auftritt
(P)(N):=\m-+1 falls n m-mal in p auftritt

=%1+1falls(D)(Dk>l) {i<k|p(i)=n} |=m
sonst

CN-stetige Funktionen

Zumindest einige Funktionen der hoheren Klassen der C-Hierarchie erhdt man durch
Verallgemeinerung des Halteproblems und des Sel bstanwendbarkeitsproblems. Hierbel wird
eine Représentation von unstetigen Funktionen bendtigt. Diese erhdlt man durch Ruckgriff auf
die Reprasentation von stetigen Funktionen bei Weihrauch 7. Dort wurde eine Repréasentation
X:IB = [IB - IN] der IN-wertigen stetigen Funktionen und eine Représentation y:IB  [IB - IB]

der IB-wertigen stetigen Funktionen definiert. Diese Definitionen lassen sich rekursiv auf die C-
Hierarchie ausdehnen &

n . . 0 n+1 n
P wird definiert durch p(d):=y},(q) und LU<p1,p2>(Q)3:%2°C°¢p1(Q)-
n . - 0 n+l n
X wird definiert durch X(q):=x,(d) und X<p1,p2>(q)::)bZOCOLIJpl(q)'
Die universellen Funktionen von xnund qanerden definiert durch U;<p,q>::xg(q) und

U[L<p,q>::tpg(q) far ale p,q0IB und nIN .

Das Halteproblem fiir xnist Cntl-gtetig:

H;<p,q>::Ep falls X p(q) existiert
[1 sonst

—Fp fails (0m) xp(e)=m
(1 sonst

7 [Weihrauch] Seite 352.
8 [Stein] Seite 61.
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Das Halteproblem fiir qJnist Cn+2-stetig:

n ..
H$<p,q>::Ep falls Y(g) existiert
[1 sonst

=D fals (Im)(K) W@ (m)=k
sonst

Das Sel bstanwendbarkeitsproblem fir xnist Cn+l-stetig:

n -
K;(p);zEp falls x p(p) existiert
[ sonst

-1 falls (Om) xp(p)=m
[l sonst

Das Selbstanwendbarkeitsproblem fiir L|JniSt Cn*+2-gtetig:

n .
KSJ(p):H) falls Yp(p) existiert
[1 sonst

—F falls (Om)(Ck) (p)(m)=k
(1 sonst

Eswurde von Stein vor allem bewiesen, dal3 die Klassen [IB — IB]" bzw. [IB - IN]" der C"-
stetigen Funktionen fir alle nOJIN untereinander verschieden sind, dal? es also fur jedes nClIN
eine Funktion fO[IB  IB]™Y/[IB - IB]" und eine Funktion gO[IB - IN]"*1/[IB — IN]" gibt. Die
Ch-stetigen Funktionen bilden also eine echte Hierarchie.
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Kapitel 1. Q-Stetigkeit und C-Stetigkeit
Von diesem Kapitel an untersuche ich neue Funktionen auf ihre Stetigkeitseigenschaften.

Die ersten beiden Funktion sind Q-stetig und relativ einfach, die weiteren sind C-stetig, sollen
aber zum Verstandnis von Q beitragen. Wichtigstes Zidl ist in diesem Kapitel nicht die
Untersuchung einzelner Funktionen, sondern die Beziehung von Q zu C und die mehrfache
Anwendung von Q.

Monotonie einer Folge

Definition 2.1: MON:IB - IB wird definiert durch

MON(p)::ﬁ ;z‘:}zt (Cm)(Bn>m) p()zp(M) ¢4y alle pOiB.

Satz 2.2: MON=2Q.

Bewels: Mit der stetigen Funktion Gr:IB - IB, definiert durch

Gr(p)(n)::ﬁ fsﬁ'r'étp(”*l)zlo(“) gilt MON(p)=QoGr(p) fir ale prliB, also MON<,Q

Esgilt ebenfalls Q<oMON: Denn sai die stetige Funktion Gr2:1B — IB definiert durch

Gr2(p)(0):=4 fAIS POI=0 und Gra(py(nea):=)*2 Falls PN+ 1)=0.

Falls p=0%, gilt Gr2(p)=(1,2,3,4,5,...). Gr2(p) ist also streng monoton steigend. Falls p£0®,
gibt es ein n mit p(n)z0. Falls p(0)20, folgt Gr2(p)(0)=3 und Gr2(p)(1)=2 oder Gr2(p)(1)=0,
also Gr2(p)(1)<Gr2(p)(0). Falls p(0)=0, gibt es eine kleinste Zahl n£0 mit p(n)z0. Dann gilt
Gr2(p)(n)=0 und Gr2(p)(n-1)=n, also Gr2(p)(n)<Gr2(p)(n-1). Also gilt Q(p)=MONoGr2(p)
fur allepUB.

QED.

Definition 2.3: STRMON:IB - IB wird definiert durch

STRMON(p):=D 1801 (Im(EN>m) P>PM) fiir alle pris,
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Satz 2.4: STRMON=Q.

Beweis: Mit der stetigen Funktion StrGr:IB - IB, definiert durch

StrGr(p)(n)::§ fsf‘)‘r'ét P(N+1)>p(N) gt namlich STRMON(p)=QoStrGr(p).

Es gilt ebenfalls Q<oSTRMON, denn mit der stetigen Funktion Gr2 von oben gilt ebenfalls
Q(p)=STRMONoGr2(p) fur alle plliB.
QED.

Die Minimumfunktion

Wir wissen schon, dal3 C nicht auf Q reduzierbar ist. Es stellt sich die Frage, ob dies nur an

den unterschiedlichen Wertebereichen (IB oder IN bzw. {0,1}) liegt, oder ob es Funktionen
gibt, die nicht nur aus diesem Grund informationshaltiger als Q sind.

Mit der Minimumfunktion zeige ich, dal3 es IN-wertige Funktionen gibt, die auf C reduzierbar
sind, aber nicht auf Q.

Definition 2.5: MIN:IB - IN wird definiert durch MIN(p):=min{p(i) | iCJIN} fir ale pOIB.

MIN ist total, dadas Minimum einer Menge natirlicher Zahlen immer existiert.

Satz 2.6: MIN<2C.

Beweis. Sei M:IB - IN definiert durch M(p):=min{ n|p(n)=0} und INC:IB - IB durch
INC(p)(n):=p(n)+1. Dann gilt MIN(p)=MoCoINC(p) fur alle pLJIN.
QED.

Satz 2.7: Q<oMIN.

Bewels. Sal P:IB - IB definiert durch P(p)(n)::{10Sf(§°‘|n|88tIo(n)qto fur ale piB und nJIN .

Es gilt dann Q(p)=NEGoMINoP(p) fur alle pdB. Denn falls p=0%, folgt P(p)=1%, also
MINoP(p)=1, also NEGoM INoP(p)=0. Falls p#£0®, gibt es ein n mit p(n)#0, also P(p)(n)=0,
also gilt MINoP(p)=0 und somit NEGoMINoP(p)=1. Also ist Q auf MIN reduzierbar.

QED.
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Satz 2.8: MIN ist nicht auf Q reduzierbar.

Beweis: Angenommen, es gilt MIN<>Q. Dann gibt es stetige Funktionen A:IB — IN und

B:IB - IB mit MIN(p)=A<p,QoB(p)> fir alle pliB.

Sei pp n:=3"2%, py :=3"1% und pg ,:=3"0% fir ale nOIN. Dann muf fir mindestens zwei
verschiedenei und j aus{0,1,2} fur unendlich viele n QoB(p; ,)=C2°B(p; n)=k gelten, wobei k
konstant O oder 1 ist. Daaber A stetig ist, gibt es ein mLIN, so dal3 A<w,k>=A<v,k> fir dle
v,w mit 3M<v, 3M<w. Sei np>m eine Zahl mit QoB(p; n,)=Q0B(p; ny)=k. Fir ng gilt dann
I=MIN(P; 1ng) =A<Pi ng QOB(Pi ng) >=A <P} 11gsK>=A<P] 110, K>=A<P] 11, Q0B (P} n)>

=MIN(p; n,)=)- Diesist ein Widerspruch zur Wahl voni und j. Alsoist MIN nicht auf Q
reduzierbar.

QED.

Die Funktion MIN gibt also mehr Information als Q. Somit liegt der Unterschied zwischen den
C-stetigen und Q-stetigen Funktionen nicht nur in ihrem Wertebereich. IN-wertige C-stetige
Funktionen kénnen durchaus mehr Information liefern as Q. Diese Aussage &3t sich noch
weiter verscharfen.

Satz 2.9: Es gibt { 0,1} -wertige Funktionen, die auf C, aber nicht auf Q reduzierbar sind.

Beweis: Betrachte die Funktion GMIN:IB - {0,1}, definiert durch

GM|N(p)::§ fS?)ll!lSStml n{p(n)InCIN} gerade

GMIN ist auf C reduzierbar, denn es gilt GMIN(p)=GERoMIN(p) fur alle pOIB mit der

stetigen Funktion GER:IN - {0,1}, GER(n):={10§_}°c<;:\:l I;; nist gerade

C ist aber nicht auf GMIN reduzierbar. Betrachte p, ,:=3"2 und p; ;=3"1%. Es gilt
GMIN(p2 n)=0 und GMIN(p; p)=1 fir ale nJIN. Angenommen, es gibt stetige Funktionen
A:B - IN und B:IB - IB mit GMIN(p)=A<p,Q0B(p)> fir alle plIB. Es gilt dann fur allen

GMIN(p2 n)=A<p2 1,Q2°B(p2 1)>=0 und GMIN(p1 ))=A<p1 n,Q2°B(p1 n)>=1. Da A stetig ist,
wrde aus QoB(p, ,)=Q0B(py ) flr beliebig grof3e n und m auch A<p, ,Q0B(p, ,)>

=A<p1 mQ°B(p1 m)> folgen, dap, , und p; iy, an den ersten n bzw. m Stellen das gleiche
Préfix besitzen. Also gibt es ein ng, so dal3 fir alle n,m>ng QoB(p, ,)#Q0B(py ) gilt. Hieraus
folgt sofort QoB(p; )=Q0B(py ) und QoB(p; n)=Q0°B(p1 1) fur alle n,m>ng. Also werden
QoB(p2 ,) und QoB(py ) ab einer Stelle ng konstant, und zwar mit verschiedenen Werten O
und 1.
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Diesist aber nicht mdglich. QoB(p, ,)#Q0B(p; ) impliziert B(p, 1)=(0,0,0,...) und
B(p1,n)#(0,0,0,...) oder B(p2 ,)#(0,0,0,...) und B(py 1)=(0,0,0,...). OBdA sei
B(p2,1)=(0,0,0,...) und B(p1 1)#(0,0,0,...) fur alle n>ny. Da A stetig ist, gibt es ferner ein
minimales w<3%, ny:=lg(w)=ng, so dal fur alle g mit w<q und g mit w<q* A<g,0>=A<q',0>
und A<q,1>=A<q',1> gilt.

Also gibt esfur dle n=n; ein k mit B(p; )(k)#0. Dann muf3 es auf Grund der Stetigkeit von B
ein Prafix v von py , geben, so dal3 B(p)(k)#0 fur ale p mit v<p. Dann gilt v=3 mit I<n oder
v=3"1M mit m=0. Definiere g:=v0®, falls Ig(w)<Ig(v), sonst g:=w0®. Es gilt dann v<q und
w<q. Esfolgt B(q)#(0,0,0,...) und A<q,Q0°B(q)>=1. Hieraus folgt GMIN(Q)
=A<q,Q0B(qg)>=1. Diesist ein Widerspruch zur Definition von GMIN.

Im Fal B(p2,)#(0,0,0,...) und B(p1,,)=(0,0,0,...) kann analog geschlossen werden.
Alsoist GMIN nicht auf Q reduzierbar.

QED.

Mehrfache Anwendung von Q

Es stellt sich die Frage, ob eine mehrfache Anwendung von Q zu gréfReren Funktionenklassen
fahrt. Diesist tatséchlich der Fall, wie ich gleich zeigen werde. Aber ale Funktionen sind auf C
reduzierbar.

Definition 2.10: Eine Funktion I":IB — IN oder I":IB — IB heiRt QO-stetig gdw. I" stetig ist und
Q" 1.gtetig gdw. es eine stetige Funktion A:IB — IN (A:IB - IB) und eine QN-stetige Funktion
2:IB - IB gibt mit I (p)=A<p,Q0oZ(p)> fur ale plB.

Satz 2.11: Esgibt eine Q2-stetige Funktion, die nicht auf Q, aber auf C reduzierbar ist.

Beweis; Sai I":IB — IN definiert durch

r(p)':EO falls p(i) ist gerade fur alle iJIN und es gibt ein kKLJIN mit p(k)=2
"HL sonst '

[ ist Q2-stetig;
Definiere >:1B — IB durch

Z(p)(n)::EO ;ngI];(UDIN) p(i) ungerade oder p(n)#2

5 ist Q-stetig. Denn mit F:B B, F(@)()={ 1 dang 1 9%

1 sonst
E<p,j>(n):={ D P2 0der =1 girt fir alle nON = (p)(n)=E<p,QoF(p)>(n):

und E:IB - 1B,



Kapitel 11. Q-Stetigkeit und C-Stetigkeit

>(p)(N)=0 O (C0IN) p(i) ungerade oder p(n)z2 00 F(p)#0® oder p(n)#2
[ oF(p)=1 oder p(n)#2 0 E<p,QoF(p)>(n)=0 und
2(p)(N)=1 0 (OUIN) p(i) gerade und p(n)=2 O F(p)=0® und p(n)=2
[Q oF(p)=0und p(n)=2 O E<p,QoF(p)>(n)=1.
Da E<p,QoF(p)> C-wertig und total ist, folgt Z(p)=E<p,QoF(p)>, also Z<7Q.

Definiere A:IB — IN durch

A<p,0>:=1 und A<p,1>:=0. Es gilt dann I (p)=A<p,QoZ(p)> fur alle plIB, denn
A<p,Q02(p)>=0 = Qox(p)=1 = (Ch) Z(p)(n)Z0 ~ () Z(p)(n)=1

< (On)(0i) p(i) gerade und p(n)=2
= [([h) p(n)=2] und [(Ui) p(i) gerade]
= [(p)=0 und

A<p,Qoz(p)>=1 = QoZ(p)=0 = (Un) Z(p)(n)=0
< (On)(0) p(i) ungerade oder p(n)#2
= [(0n) p(n)#2] oder [(L1) p(i) ungerade]
= M(p)=1.

Somit ist [ Q2-stetig.

Iist C-stetig:

Definiere Z:IB - IB durch
falls p(n) ungerade

)S(lo)(n):=ED Lglrlét p(n)=2

2 ist stetig. Definiere A:IB — IN durch
_J Ofalsp(0)=1 und p(1)=0
A(p)"{l sonst :

Esgilt dann I (p)=AoCoZ(p) fur alle pliB, denn

AoCo3(p)=0 = CoZ(p)(0)=1 und CoZ(p)(1)=0
= [(O) Z(p)(1)#1] und [(40) Z(p)(1)=2]
= [(0i) p(i) gerade] und [(L0) p(i)=2]
= [(p)=0 und

AoCo3(p)=1 = CoZ(p)(0)=0 oder CoZ(p)(1)=1
= [(00) Z(p)(i)=1] oder [(Ti) Z(p)(i)#2]
< [(O) p(i) ungerade] oder [(0i) p(i)#2]
= (p)=1.
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I ist nicht Q-etig:

Annahme: Es gibt stetige Funktionen A und B mit I (p)=A<p,QoB(p)> fur ale plB. Sei fur
alenm0ON py ,:=0"20%, p, ;, ;:=0"20M10% und p3:=0®. Es gilt I'(p1,n)=0, I (P2, m)=1 und
I (p3)=1. Dapy n, P2 nm Und p3 gleiche Prafixe der Lange n haben, muf3 fur gentigend grof3es
NOIN QoB(py p)=i, QoB(p2 n m)=j und QoB(p3)=j gelten mit i=1 und j=0 oder i=0 und j=1.
Fallsi=1 und j=0, gilt also B(py )#0%“ und B(py n, m)=0% firr gentigend grofRRes n und
beliebiges m. Es gibt dann ein KIN mit B(py ,)(k)#0. Da B stetig ist, gibt es ein w<p; , mit
B(q)(k)z0 fir ale gOIB mit w<q. Definiere gy durch gp:=0"20/9W)10%, Dann gilt w<gg und
deshalb B(dp)(k)#0. Aber wegen gg=p2 n 1gw) 9ilt B(P2,n,1gw))(K)#0. Diesist ein
Widerspruch.

Fallsi=0 und j=1, gilt also B(py ,)=0% und B(p3)#0®. Es gibt dann ein kOIN mit B(p3)(k)#O0.
DaB stetig ist, gibt es ein w<ps mit B(q)(k)20 fur ale gOIB mit w<q. Definiere gy durch
Go:=0'9W)20%. Dann gilt w<qg und deshalb B(qg)(k)20. Aber wegen dg=py jgw) ilt
B(py,1g(w))(K)%0. Dies st ebenfalls ein Widerspruch.

Insgesamt folgt, dal3 I" nicht Q-stetig sein kann.

QED.

Im weiteren will ich aber zunéchst nicht die Q"-stetigen Funktionen betrachten. Sie reduzieren
die durch mehrfache Anwendung von Q erhaltene Information auf die Werte O und 1 und

scheinen dadurch weniger zu leisten, als méglich wére. Ich untersuche statt dessen eine zweite
Art von Funktionen, die ich Q-stetige Funktionen nenne. Die Q,-stetigen Funktionen bilden

eine Hierarchie unterhalb der C-stetigen Funktionen, wie ich gleich zeigen werde. ©

Definition 2.12: Eine Funktion I':IB — IN oder I":IB - IB heil3t Q,-stetig, gdw. es eine stetige
Funktion A:IB - IN (A:IB - IB) und stetige Funktionen A4,...,A:IB - IB gibt mit
I (p)=A<p,Q0A 1(p),Q0A»(p),...,Q0A(p)> fur ale pUIB.

Zur Untersuchung dieser Funktionen definiere ich noch eine weitere Klasse von Funktionen.

Definition 2.13: Sei fur alenJIN Cp,:IB - IB definiert durch
fallsi<n und ([k) p(k)=i+1

=
Cn(p)(i):=% fallsi<n und (Ok) p(k)zi+1 -
sonst

9 Die genauie Beziehung von Q"-stetigen und Qp-stetigen Funktionen muf3 noch untersucht werden.
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C,, ist also an den ersten n Stellen identisch mit C, liefert aber an den unendlich vielen restlichen
Stellen keine Information.

Definition 2.14: Eine Funktion I":IB — IN oder I":IB - IB heif3 C,,-stetig gdw. es stetige
Funktionen A:IB - IN (A:IB - IB) und B:IB — IB gibt mit I (p)=A<p,C,;°B(p)> fur alle pIB.

Satz 2.15: Wenn f C-stetig ist, soist f auch Q-stetig.

Beweis: Der Beweis erfolgt durch vollstandige Induktion.

Induktionsanfang (n=0): Ist f Cy-stetig, soist f stetig und somit Qg-stetig.

Induktionsschlul® (n— n+1): Sei f C,41-stetig. Es gibt dann stetige Funktionen A und B mit

f(p)=A<p,C,+1°B(p)> fur alle pUIB. Die Funktion X, definiert durch
X<p,i,0>:=<p,(i,9(0),q(1),q(2),...)> ist stetig.

Es gilt somit f(p)=A<p,C+1°B(p)>

=A0X<P,Cp+1°B(p)(0).(Cre1°B(P)(1),Cre1°B(P)(2)....)>.

Mit der stetigen Funktion DEC, definiert durch

DEC(q)(n);:{g(Sr(‘))r'étfa”S am>0 it

(Cn+1(0)(1),Cnr1(0)(2)....)=CHoDEC(q).

Denn C,,oDEC(q)(i)=0 < i=n oder (Lk) DEC(q)(k)=i+1 < i+1=n+1 oder (LK) q(k)=i+2

= Cpta(9)(i+1)=0.

AuRBerdem gilt C,,+1°B(p)(0)=0 = (00) B(p)(i)=1 = ([0) YoB(p)(i)20 = QoYoB(p)=1.

Y ist dabei definiert durch
Y@M={ g ene " undist setig,

Mit A;:=YoB und E<p’i’q>::{<§:’)b]’.dq>>gglnlsst|20

f(p)=A0X0E<p,Q0A;(p),C,°DECOB(p)>.

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es stetige Funktionen Z,2,,23,24,...,Zn+1 Mit

CoDECoB(p)=Z<p,Q0Z,(DEC0B(p)),Q0Z3(DECOB(p)),...,Q0Z 11 (DECOB(p))> fir alle

pCiB.

Also gilt insgesamt f(p)=A0oXoE<p,Q0A ;(p),C,,cDECoB(p)>

=A0X0E<p,Q0A 1(p),Z<p,Q0Z,(DEC0B(p)),Q20Z3(DECoB(p)),...,Q0Z 1 (DEC0B(p))>>.

Esgibt eine stetige Funktion I mit

AOXOE<P,p1,Z<P,P2,P3;---:Pn+1>>=I <P,P1,P2,P3; - 1Pn+1>-

Mit dieser Funktion gilt dann f(p)=AoXoE<p,Q0A 1(p),C,°cDECeB(p)>

=A0X0E<p,Q0A 1(p),Z<p,Q0Z,(DEC0B(p)),Q0Z3(DECeB(p)),...,Q0Z,,+1(DECeB(p))>>

=I<p,Q0A 1(p),Q0Z,0DEC0oB(p),Q20Z50DEC0B(p),...,Q0Z 1 1°DECoB(p)>.

folgt dann
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Alsoist f Q-stetig.
QED.

Satz 2.16: Wenn f Q-stetigist, soist f auch C,-stetig.

Beweis: Der Beweis erfolgt durch vollstandige Induktion.

Induktionsanfang (n=0): Wenn f Qq-stetig ist, dannist f stetig und somit Cy-stetig.
Induktionsschluf3 (n - n+1): Sei f Q,41-stetig. Dann gibt es stetige Funktionen A,A1,...,An+1
mit f(p)=A<p,Q0A1(p),Q°A(p),..., QA1 (P)>.

Mit der stetigen Funktion X, definiert durch
X<p,d1,<P,02,03:--0n+1>>:=<P,01,02,---,0n+1> Gilt
f(p)=A<p.Q0A1(p),Q°A(P)..... QA n+1(P)>

=A0X<p,Q0A 1(p),<p,Q20A5(p),...,Q0A H+1(P)>>. Nach der IV gibt es stetige Funktionen V
und W mit <p,Q0A5(p),Q0A3(p),...,QQ0A 1+1(P)>=V<p,C,oW(p)>.

Also folgt f(p)=AoX<p,Q0A1(p),V<p,C,oW(p)>>. Es gibt eine stetige Funktion R mit

<p,i,V<p,>>=R<p,<i,g>>. Damit folgt f(p)=AoXoR<p,<Q0A 1(p),C, oW (p)>>. Mit

Y@M={ g aang 70 gilt QoA (p=1 - (k) Ag(P)(K)#0 < (TK) YoAy(p)(K)=1

= CoY0A4(p)(0)=0.

Ferner gilt fur aleilJIN C,,oW(p)(i)=Cp+1°INC20W(p)(i+1), wobei INC2 definiert ist durch
_J Ofalsqg(n)=0

Denn esgilt C,oW(p)(i)=1

= i<nund (OK) W(p)(k)#i+1

= i<nund (OK) INC20W(p)(k)zi+2

= 1+1<n+1 und (k) INC20W(p)(k)#£i+2

= Cnh+1°INC20W (p)(i+1)=1.
Ich definiere weiter die Funktion Z durch

Z(g)(2n):=Y oA 1(a)(n) und Z(q)(2n+1):=INC20W(q)(n).
Wenn man noch weiter P definiert durch

P(q)(O)::{ 01 ;glA:tq(O)zo und P(g)(i+1):=q(i+1), gilt
f(p)=AcXoR<p,<CQ0A;(p),CroW(p)>>=A0XoR<p,P(Cp+1°Z(Pp))>.
Denn P(Cp41°Z(p))(0)=0

= Cn+19Z(p)(0)=1

= (0k) Z(p)(k)#1

< (Ok) YoA(p)(k)z1 (denn INC20W(p)(i)=1 ist sowieso nicht mdglich)

= (0k) A1(p)(k)=0
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= Q0A;(p)(k)=0
und fur alei>0 gilt
P(Crt19Z(p))(i)=0
= Cru19Z(p)(i)=0
= (k) Z(p)(k)=i+1 oder i=n+1
= (LK) INC2oW(p)(k)=i+1 oder i=n+1  (denn YoA4(p)(i)>1ist nicht moglich)
= (k) W(p)(k)=i oder i=n+1
= CroW(p)(i-1)=0.
Mit der stetigen Funktion Q, definiert durch Q<p,g>:=<p,P(q)> gilt schliefflich
f(p)=AoXoR<p,P(C,+1°Z(p))>=A0X0RoQ<p,C+1°Z(p))>. Also ist f C,41-Stetig.
QED.

Die Q-stetigen Funktionen sind also genauso schwierig wie die C,-stetigen Funktionen. Es
soll jetzt gezeigt werden, dal3 die C,,-stetigen Funktionen eine echte Hierarchie unterhalb von C
bilden.

Satz 2.17: Fur jedes nUIN gilt: C, 41 ist nicht auf C,, reduzierbar.

Beweis: Annahme: C,,1 ist auf C,, reduzierbar. Es gibt dann stetige Funktionen A und B mit
Ch+1(p)=A<p,C,oB(p)> fir ale pOIB. C,.oB(p) kann nur 2" verschiedene Werte annehmen, da
nur die ersten n Stellen verschieden sein konnen. _
Sei 1:{0,1} ™ IN™ definiert durch fw)():=={4 songg * )

Ich definiere fir alle kOIN und w{ 0,1} "*1 pk,w::Okf(W)O‘*’. CnoB(pk w) kann fir ale kOIN
und wi{ 0,1} "1 ebenfalls nur 2" verschiedene Werte annehmen. Da A stetig ist, gibt es zu
jedem v1{0,1} "0% ein m,, 0N, so daB fir ale k,I=m, und w,u{ 0,1} "+1

TA<pk w:V>DIn+1=[A<p| V> n+1 dilt. Definiere M as die kleinste Zahl, so da3 fir ale k,1=M
und w,u{ 0,1} "*1 und fiir alle vO{ 0,1} "O® TA<py w.V>Tn+1=[A<P| y,V>]n+ Gilt. Diese
Zahl exigtiert, dasie das Maximum von 2" Zahlen ist. Hieraus folgt, dal3 es fur alle k=M und
fir allew{ 0,1} "1 nur 2" verschiedene Werte fiir [A<py w:CnoB(Pk w)>TIn+1 geben kann.
Aber esgibt fur [Cp11(Pk w)lln+1 insgesamt 21 verschiedene Werte, denn fiir je zwei
verschiedene v,w{0,1} "1 sind Ch+1(Pk v) und Cpy1(Pk w) innerhalb der ersten n+1 Stellen
verschieden. Also gibt es ein kOIN und w{ 0,1} "1 mit Crir1(Pi w)ZA <Pk w» CroB (P w)>-
Alsoist die Annahme C,,+1(p)=A<p,C,,2B(p)> nicht fir alle p0JIB richtig. Alsoist Cp4q flr
kein nIN auf C,, reduzierbar.

QED.

fur alei<n.
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Definition 2.18: Eine Funktion I" heifdt C,-stetig, gdw. es stetige Funktionen A und B und zu
jedem pUIB ein nIN gibt mit " (p):=A<p,C,°B(p)>.

Bei dieser Definition ist eswichtig, dal3 das n von der Folge p abhéangt und nicht fur alle
Argumente gleich zu sein braucht.

Satz 2.19: MIN ist C,,-stetig.

Bewes: Sei M:IB - IN definiert durch M<p,g>:=min{ njn<p(0) und g(n)=0} und INC:IB - IB
durch INC(p)(n):=p(n)+1. Dann gilt fur alle ptJIB MIN(p)=M<p,Cp,0)°INC(p)>. Denn es gilt
M<p,Cp0)°INC(p)>=k

= k=min{ n[n<p(0) und Cp)°INC(p)(n)=0}

= k=p(0) und k=min{ n|Cp)°INC(p)(n)=0}

= k<p(0) und k=min{n|(00) INC(p)(i)=n+1}

= k<p(0) und k=min{n|(C0) p(i)=n}

= k<p(0) und k=min{ p(i)[iCJIN}

= k=min{ p(i)iCIN}

= k=MIN(p).
Also gibt es zu jedem pUIB ein nOIN mit MIN(p)=M<p,C,cINC(p)>. n:=p(0) leistet das
Gewtinschte. Also ist MIN C-stetig.
QED.

Satz 2.20: Es gibt C,,-stetige Funktionen, die fur kein nCJIN auf C,, reduzierbar sind.

Beweis: MIN ist eine solche Funktion. Annahme: MIN(p):=A<p,CeB(p)> fur ein nCJIN und
ale pdB. C,eB(p) hat nur 2" verschiedene Werte.

Sel p:=(2M®. Fir jedes w{ 0,1} " gibt es ein v<p, so dal fir alle q und g mit v<g und v<q'
A<g,w0®>=A<q' ,w0®> gilt. Also gibt es ein MOIN, so da3 firr alle g mit (2")M<qnur 2"
verschiedene Werte fiir A<q,C0B(q)> existieren. Also gibt es auch fir ale py:=(2"Mk®
ebenfalls nur 2" verschiedene Werte von A<py,CoB(py)>. Aber fiir MIN(p,) gibt es 2n*1
verschiedene Werte (MIN(p,)=min{k,2"} fur alle k). Also ist MIN(p):=A<p,C,°B(p)> nicht
fur ale pdB moglich und mithin MIN nicht C,,-stetig. Nach dem letzten Satz wissen wir
schon, da3 MIN C-stetig ist.

QED.
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Die Menge der C,,-stetigen Funktionen liegt a so Uber der Hierarchie der C-stetigen
Funktionen, ist aber noch nicht identisch mit der der C-stetigen Funktionen.

Satz 2.21: Cist nicht C.-stetig.

Bewels: Annahme: Cist C-stetig. Es gibt dann stetige Funktionen A und B und fiir jedes
pUIB ein nUIN mit C(p)=A<p,C,,°B(p)>.

Ich will jetzt rekursiv eine Folge von Mengen Q,, konstruieren, deren Durchschnitt genau eine
Folge p., enthalt, fur die C(Ps,)=A<Pw,CrB(Pw)> flr kein nIN gelten kann. Jede Menge Qy,
enthalt nur Folgen, die mit dem Prafix wy, beginnen.

Qo und w werden definiert durch Qg:={ 0P(Q19(0)P(1)2a(DP(2)39(2) .. |p1IB,q0 €} und
Wq:=€.

Seien Q, und wy, schon definiert und es gelte

Qr={ W 0PO(n+1)dOoP(D)(n+2)aDoPR2)(n+3)9)..|p0IB,q0 C} . Es gibt firr alle o,0Q;,
hdchstens 2" unterschiedliche Werte von C,10B(q,). Also gibt es, da A stetig ist, ein kCJIN, so
dal3 fur ale p mit p(0)=k auch nur 2" unterschiedliche Werte fir die ersten 2n+1 Stellen von
A<0q,,CoB(q)> existieren. Es gibt aber fur die ersten 2n+1 Stellen von C(q,,), auch fur
beliebig groRes p(0), mindestens 21 verschiedene Werte. Mithin gibt es ein ein x({0,1}, so
dal3 fur alle g,1Q, mit WnOk(n+1)qun C(an)ZA<qg,,C°B(qy)> gilt. Definiere

Wi+ 1: =W 0K(n+2)X und Qpy1:={ Wi+ 10PO (n+2)4@ 0P (n+3)a(DoP(D)(n+4)(2). . |p0B,q C} .

Definiere nun pe,:=sup{ wy|nUIN} . Esist zu beweisen, dal3 fur kein nJIN
C(Poo)=A<Per;C1°B(Poo)> gilt:

Annahme: Es gibt ein nOIN gilt C(Pe,)=A<Poo,C°B(Poo)>. ES gilt aber po, IQp+1 UNd Qpiq
wurde so definiert, dal3 fur ale qUQn+1 C(q)ZA<q,C0B(q)> gilt. Also folgt
C(Poo)ZA<Po0,C11°B(Poo)>.

Also gibt esein plIB, so dal3 C(p)=A<p,C,,°B(p)> kein nJIN erfullt ist. Folglichist C nicht
Coo-Stetig.

QED.
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Die bisherigen Ergebnisse legen es nahe, auch fir hohere Klassen der C-Hierarchie
Zwischenstufen zu definieren. Ich méchte hier nur zwei Definitionen geben, aber auf weitere
Untersuchungen innerhalb dieser Arbeit verzichten.

Definition 2.22: Eine Funktion I" heift Cnm-stetig, gdw. es stetige Funktionen A, B und E und
eine CN-stetige Funktion Z gibt mit I' (p)=A<p,ZoB<p,C,,°E(p)>> fir alle p0iB.

Definition 2.23: Eine Funktion I heif C?O-stetig, gdw. es stetige Funktionen A, B und E und
eine C"-stetige Funktion X gibt mit ' (p)=A<p,ZoB<p,C.,°E(p)>> fir ale pLB.
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Kapitel 111. Cl-stetige Funktionen

Waéhrend das letzte Kapitel die unterste Stufe der C-Hierarchie untersuchte, soll esin diesem
um spezielle C-stetige Funktionen gehen. Ich betrachte das Problem, eine Folge zu sortieren,
die héheren Ableitungen einer mehrmals stetig differenzierbaren Funktion, die Ubersetzung
zwischen verschiedenen adischen Zahlendarstellungen und eine nicht stetig fortsetzbare partielle
Funktion. Das Ableitungsproblem ist natlrlich ein Kernproblem der Analysis. Das
Ubersetzungsproblem behandelt eine Funktion zwischen regllen Zahlen, hat aber eine grokere
Affinitét zur Zahlentheorie.

Sortierung einer Folge

Die Funktion SORT sortiert eine Folge von nattirlichen Zahlen nach ihrer Grof3e. Diese
Sortierung besitzt aufgrund der unendlichen Argumente die Anomalie, dal? durch unendlich oft
auftretende Elemente grof3ere Zahlen weggefiltert werden.

Definition 3.1: SORT:IB - IB wird rekursiv definiert durch SORT(p)(0):=min{ p(i) | iCJIN} und

SORT(p)(n+1):=min{p(i) | p(1)zp(n) und [{j=n | SORT(p)())=p()} I<K] | (P)()=pR()} [} fir &le
nUJIN .

Diese Definition driickt aus, dal3 SORT (p)(0) das kleinste Element von p Uberhaupt und
SORT(p)(n+1) das kleinste Element von p sein soll, dasin SORT(p)(0) bis SORT(p)(n) noch
nicht so oft vorkommt wiein p.

Satz 3.2: SORT =, C.

Bewels:
1) SORT<,C: Definiere P:IB - IB durch P(p)(0):=<1,p(0)>+1 und P(p)(n+1):=<i,p(n+1)>+1,
fals p(n+1) in (p(0),p(1),...,p(n+1)) genau i-mal vorkommt. Definiere weiter V:IB - IB durch

V(g)(0):=min{n | g<1,n>=0} und
falls g<i+1,m>=0 und m kommt in

V(@)(n+1):=0 (V(a)(0),V(a)(1),....V(a)(n)) i-mal vor, i>0 .
Lin{m | g<1,m>=0 und m>V(qg)(n)} sonst

P und V sind stetig. Dann gilt SORT (p)=VoCoP(p) fur alle pCJIB. Dies beweise ich durch
vollsténdige Induktion:

Induktionsanfang (n=0):

VoCoP(p)(0) =min{ m | CoP(p)<1,m>=0}
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=min{ m | (CK) P(p)(k)=<1,m>+1}
=min{m | (Ck) P(p)(k)=<1,p(k)>+1 und m=p(k)}
=min{p(k) | P(p)(K)=<1,p(k)>+1}
=min{ p(k) | KON}, dennesgibt zu jedem m ein k mit
P(p)(k)=<1,p(k)>+1 und p(k)=p(m)
=SORT(p)(0)
Induktionsschluf? (n - n+1):
1. Fall: Esgibt ein m, so dal3 CoP(p)<i+1,m>=0 und m kommt in
(VoCoP(p)(0),VoCoP(p)(1),...,VoCoP(p)(n)) i-mal vor, i>0
O Esgibt ein k mit P(p)(k)=<i+1,m>+1 und m kommt in
(VoCoP(p)(0),VoCoP(p)(1),...,VoCoP(p)(n)) i-mal vor, i>0
0 Esgibt ein k mit P(p)(k)=<i+1,p(k)>+1 und p(k) kommt (nach V) in
(SORT(p)(0),SORT(p)(1),...,SORT(p)(Nn)) i-mal vor, i>0
0 Esgibt ein k mit p(k) kommt in (p(0),p(1),...,p(k)) i+1-mal vor und p(k) kommt in
(SORT(p)(0),SORT(p)(1),...,SORT(p)(Nn)) i-mal vor, i>0
0 SORT(p)(n+1)=p(k)
0 SORT(p)(n+1)=m
0 SORT(p)(n+1)=VoCoP(p)(n+1)
2. Fall: VoCoP(p)(n+1)=min{ m | CoP(p)<1,m>=0 und m>VoCoP(p)(n)}
0 VoCoP(p)(n+1)=min{ m | CoP(p)<1,m>=0 und m>SORT(p)(n)} nach IV
0 VoCoP(p)(n+1)=min{m | (CK) P(p)(k)=<1,m>+1 und m>SORT(p)(n)}
0 VoCoP(p)(n+1)=min{p(k) | P(p)(k)=<1,p(k)>+1 und p(k)>SORT(p)(n)}
O VoCoP(p)(n+1)=min{ p(K) | p(k) kommt in (p(0),p(1),...,p(k)) einmal vor und
p(k)>SORT (p)(n)}
0 VoCoP(p)(n+1)=SORT(p)(n+1)
Insgesamt folgt also SORT<,C.
2) C<oSORT: Definiere V:IB - IB durch V(p)(0):=2-p(0) und
V(IO)(“+1)12%:8521)121@(';32(““) in (p(0),p(2),...,p(n)) nicht vorkommt _

Definiere weiter E:IB — IB durch E(q)(n)::ﬁ ;glrl]th(nﬂ)Eﬂ 9(0),a(1),....a(n+1)}

V und E sind stetig und es gilt C(p)=E°oSORToV (p) fur alle plIB. Denn fir alle nUIN gilt
EoSORToV(p)(n)=0 O 2(n+1){l SORToV (p)(0),SORToV(p)(1),...,SORToV (p)(n+1)}
O (Cksn+1) SORToV(p)(k)=2(n+1)
0 (5k) V(p)(K)=2(n+1)
O (k) p(k)=n+1 und p(k) kommt in (p(0),p(1),...,p(k-1)) nicht vor
O (k) p(k)=n+1
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0 C(p)(n)=0
EoSORToV(p)(n)=1 O 2(n+1){l SORToV (p)(0),SORToV(p)(1),...,SORToV (p)(n+1)}
O (Oksn+1) SORToV(p)(k)#2(n+1)
O (Ok) V(p)(K)z2(n+1)
O (Ok) p(k)zn+1 oder p(k) kommt in (p(0),p(1),...,p(k-1)) vor
O Esgibt kein erstes Auftreten von n+1in p
0 Esgibt kein Auftreten vonn+1inp
O (OK) p(k)zn+1
0 C(p)(n)=1
DaEoSORToV (p)(n) fur alle nUIN definiert ist und nur die Werte 0 und 1 annehmen kann, ist
die Aussage C(p)=EcSORToV (p) fir ale pUIB bewiesen. Also gilt C<oSORT.
Insgesamt gilt also SORT =, C.
QED.

Hohere Ableitungen einer Funktion

Von Stein 10 wurde gezeigt, da3 die Ableitung einer einmal stetig differenzierbaren Funktion
an einer Stelle, aber auch deren Ableitungsfunktion auf dem Intervall [0,1] C-stetigist. Esliegt
der Gedanke nahe, dal3 die Konstruktion hoherer Ableitungen nicht mehr C-stetig ist. Denn
wenn man z.B. eine zweimal stetig differenzierbare Funktion zweimal differenziert, so bildet
man im allgemeinen die erste Ableitungsfunktion und differenziert diese wiederum. Also wiirde
man zwei Anwendungen der C-Funktion bendtigen.

Ich werde zeigen, dal3 auch hohere Ableitungen C-stetig sind. Hierzu nehme ich eine dhnliche

f(2)-f(z)

Beweisfiihrung wie in [Stein] vor, benutze jedoch an Stelle des Differential quotienten (z-2)

hohere Differential quotienten. So vermeide ich die Notwendigkeit, mehrere Ableitungsschritte
vornehmen zu missen.

Hierzu miissen wir uns erstmal mit den héheren Differential quotienten beschéftigen:

10 [stein] Seite 35 ff.
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Satz 3.3: Die n-te Ableitung der n-mal stetig differenzierbaren Funktion f:IR - IR hat die Gestalt

000:= lim ()" Z (1) ciseerie.

Der Beweis erfolgt mit Hilfe des Satzes von L"Hopital. Vorher sind einige Hilfssétze zu
beweisen:

Hilfssatz 3.4: Fiir alle ken gilt (Z ( in)-(-l)i-f(x+i£)) (k):Z ( ,”) (-1)F0R xrig) ik . 11

Beweis: Der Beweis erfolgt durch vollstandige Induktion.
Induktionsanfang (k=0): Ist klar.
Induktionsschritt (k - k+1, k<n):

i (in)'('l)i'f(x”is))(kﬂ) = (i (7 )-(-1)i-f(")(><+i£)-ik)l nach IV
= Zn. (in)-(-1)i-f(k+l)(X+i€)-ik+1.

QED.

Hilfssatz 3.5: Fiir alle k<n gilt (<€)= (-1)k. ﬁ (&)K.

Bewels: Der Beweis erfolgt durch vollstandige Induktion.
Induktionsanfang (k=0):

(-1)° (nt]! )! (&0 = (g0 = (e,

Induktionsschritt (k — k+1, k<n):
('8)”(k+l) = ((-8)”(k))' = ((-1)"-(nr_1l!<),-(-s)”'k)' nach | nduktionsvoraussetzung

n!-(n-k)
" (n-k)!

= (_1)k+1 _(_s)n-k-l

= (_1)k+l -(-E)n'(k+1)

n!
" (n-(k+1))!
QED.

11 Esist die Ableitung nach € gemeint.
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Folgerung 3.6: Fur alle k<n gilt

an (i”).(-l)i.f(x+is)(k) Zn (in)_(_l)i_f(k)(x_'_is)_ik

i (0¥ gy o™

Hieraus ergibt sich fur k=n:

Folgerung 3.7:
n CHcrie) n (-1)1F(M(x+ig).in
2 () X0
(-e)n (M) i (-1)n. (nt]!)! (-g)" N
Zn (in)'(‘1)i"‘("‘)(X+ie).in

(-1)".n!

Um diesen Ausdruck auszuwerten, brauchen wir zwei weitere Hilfssétze:

n
Hilfssatz 3.8: Z (in)-(-l)i-ik = O filr alle n=2 und 1<k<n.
1=

Beweis: Durch vollstéandige Induktion Uber n:
Induktionsanfang (n=2): Dann ist k=1.

i () v1i= (D) v () 2-202-0

Induktionsschlufd (n— n+1): Esist dann 1<k<n.
n+1l n+1

Z (") o= Z [(P)-¢-0'ik + (711)-1)i¥] nach dem Additionssatz 12
:(8)(-1) +i [(in).(-l)i.ik + (in)-(-l)”l-(i+1)k] + (ngl)_(_l)n+l_(n+1)k

12 Additionssatz fir Binomialkoeffizienten, [Bronstein] Seite 157.
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=1+ Ii(in)[(-l)i-ik+ (-1)i+1-§ (Jk)ll] + 0 nach dem Binomischen L ehrsatz
n k-1
=1+ (in)[(-l)i.ik + (-1)i*L, (Jk).J + (-1)*LiK]
3OS ()
n k-1
3 (O ()
=1- JZ (Jk);n (in)-(-l)i-ii nach Umordnung der Summen

n
=1- (S) Z (in)-(-l)i ,danach IV alle Summanden fiir j>0 Null werden
1=

— 1.1 .Zn (i“)_(_l)i

= Z (1)) = 0nach stz (2.8) [Bronstein] Seite 158
1=

QED.

n
Hilfssatz 3.9: Z (in)-(-l)i-i”: 1)t fir alle n=1.
|:

Beweis: Durch vollstéandige Induktion Uber n:
Induktionsanfang (n=1):

5 (Yevt=()ease s

Induktionsschluf3 (n - n+1):
n+1 n+1

Z (nfrl)-(-l)i-i“+1= Z [(P)-(-l)i-i”+1 + (ﬂl)-(-l)i-ir‘*l] nach dem Additionssatz
I= =
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n
:(8 (-D+ Z [(in).(_1)i_in+1+(in).(_1)i+1.(i+1)n+1] + (nT_l).(_l)n+1.(n+1)n+1
=-1+i (P)[(-l)i.in+1+ -)i*Lai+nm1)] + o
=

n+1

=1+ i (in)[(-l)i-i”+1 + (-1)”1-Z (nj+1)-ij ] nach dem Binomischen Lehrsatz
E =

=1+ Z (in)[(-l)i-in"'l + (_1)i+1_Z (nj+1)_ij + (_1)i+1_in+1]

“1ey (erny ()
= =

=-1- i (nrl)i (in)-(-l)i-ij nach Umordnung der Summen
= =

—1- (“61).2 (7)-vyio- (2*1)2 ()0l nach Hilfssetz 3.8

= Z (in)'('l)i - (Qﬂ)-(-l)”-n! nach Induktionsvoraussetzung
1=

=0 - (n+1)-(-1)"-n! nach Satz (2.8) [Bronstein] Seite 158
= (n+1)-(-1)"L.n!
= (-)™L(n+1)!

QED.

n
Beweis von Satz 3.3: Zu beweisen ist f(M(x):= Iim0 (-e)N Z ( :’1) (-1)Lf(x+ig).
8_’ I:

Zn (in).(-l)i.f(x+is) Zn (P)'('l)i-gtr%f(x+is)
=salt iny (-&)" = lim = (-g)"
|' IZ (in)'(-l)i.f(x) Z (in).(-l)i.
m .

. |
£-0 (-g)" B *!er(l) 0 (-e)"
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Da Zahler und Nenner des Bruchs gegen 0 konvergieren, |a3t sich der Satz von L Hopital
anwenden. Dieser Satz |&% sich nicht nur einmal anwenden, sondern insgesamt n-mal, da nach
Folgerung 3.6 fur dleksn gilt:

Z ( ) (-1)-f(x+ig)® Z ( ) (1)) (x+ig) ik

s (g)n(k) - s_>0 (- 1)k (nnk)' (S)n k
Z ( ) (-1)'. Ilmf(k)(x+|s) | Z ( ) (-1 (x)-ik
i 8*0 (-1)k. (nnk)| (-e)nk i 8*0 (-1)k. (nnk)l (-)K
Z ( ) (- 1)| ik
= Jim fRp) .
=0 T (DR (g (O

Nach Satz 3.8 gilt Z (in)-(-l)i-ik = 0 fir alle n>2 und 1<k<n. Somit konvergieren Z&hler

und Nenner beide gegen 0, womit die Voraussetzung des Satzes von L Hopital erflllt ist.
Nach der n-ten Anwendung des Satzes aber erhdlt man

lim ()" i (1) cniseerie)
Z (7)) focriep®

S
Z (1)-(0) O xrie.in
= lim
-0 (-1)".n!
Nech Stz 39 g

lim Z( ")-(-2) O xeie).in
:.Z (i“).(-l)i. lim (H(xtig)) 1"
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_ i (P).(-l)i. #(M)(x) -in
= f()(x) - 2 (in)-(-l)i-in

=f(N(x).(-1)"n!.
n

( |n) (-1 (x+ig) ™ i ( |n) (1) £ (x4ig)dn
m =

. I_ —_— 1
Also folgt ll_% @ = leO -1)".n!

_ f0)-(-1)"n!

D = f(N(x), was zu beweisen war.
- N!

QED.

Folgerung 3.10: Die n-te Ableitung der n-mal stetig differenzierbaren Funktion f:IR - IR hat die

Gestalt f(N(x):= l imo ol Z ( ,”) (-1)M*f(x+ig).

i (in).(-l)n+i.f(x+ia) (-1)”2 (in)'(‘l)i-f(X+i£)

(e)" (e)"

; (1) o' soxsie Z (1) Cvitoceie)

D" (e)" (-e)"

Bewels: Es gilt

QED.
Nun folgt der erste Satz Uber hohere Ableitungen:

Satz 3.11: Es gibt eine stetige Funktion DK:IB - IB, so daR fiir alle prIDef(3,), qip n'l(]O,l[)
gilt: Falls 3,(p) in einem Intervall um p,(q) k-mal differenzierbar ist, so ist p,(Dk<p,q>) die k-
te Ableitung von &, (p) an der Stelle py(0).
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Bewels:

Der Beweis erfolgt fir die k-te Ableitung in Anlehnung an den Beweis von Stein 13,

Seien pIIB und qUlIB beliebig, so dal? p,()J]0,1[ und d4(p) k-mal differenzierbar in einer
Umgebung von py(0). Sei ferner x:=pp(a), Xn:=vg(a(n)) fur alle ntIN, f:=34(p) und
fm:=a(p(m)) fur alle mOIN.

k k
Setzefor alle nIN D= (27 Z (1) cojsisxriam = 2 ; (1) caeisoeizm.

Danngilt lim Drljzf(k)(x) nach Folgerung 3.10.

n-oo
k
Betrachte nun Dﬁ m::Z”" Z ( :()(-1)'“ri Fy(XpHi-27).
: £

Dann gilt fur ale n,m CJIN:

10, Db 1=2% Ii (E) e iamprizn - i ()i soegrizn |
- li () O e 2 eri-2] |

k
< 2Nk Z (ik).|fm(xn+i.2'”)-f(xn+i-2'”)| nach der Dreiecksungleichung
1=

k
< o0k Z ()2 dalfmy)-flszm fur alteymo,y
1=

k
= onk.pm, Z ( Ik) = onk-M.2k nach Satz (2.7) bei Bronstein 14
1=

= 2nk-m+k.

* . *
Setzenun D := DX .Danngilt | D" . DK | < 2nk-nk-n-k+k = >-n
n n,nk+n+k n n

und somitlim D" = 1im D¥=fK)(x).

Nn—- oo Nn- oo

Definiereadso

13 Beweis von Satz 8, [Stein] Seite 35.
14 [Bronstein] Seite 158.
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k
Dk<p,g>(n) := v (2 Z (1) capmken)vglam)+i2m). 5

Es gilt dann py(DK<p.a>() = lim vo(Dk<pa>() = lim D' = 3,(p) ) (py(a)). dlso die

k-te Ableitung von 84(p) an der Stelle py(0).
QED.

Satz 3.12: Esgibt eine C-stetige Funktion D'K:IB -, IB, so daf fir alle prIDef(3y),
ap ,1q0,1)) gilt: Falls Oy (p) in einem Intervall um pn(q) k-mal differenzierbar ist, soist
p(D'k<p,g>) die k-te Ableitung von 84(p) an der Stelle p,(q).

Beweis: Definiere D'®) := FoD(&). Esfolgt die C-Stetikeit von D'K) aus der von F.
QED.

Der Beweis von Satz 10 bei Stein 183t sich analog Ubertragen 16:

Satz 3.13: Es gibt eine C-gtetige Funktion Al:IB - IB, so dal firr alle p(0Def () gilt: Falls
8y (p) I-mal stetig differenzierbar ist, soist 8, (Al(p)) die I-te Ableitungsfunktion von &4(p).

Beweis: Sei f:=84(p) und f() diel-te Ableitung von f. Die héheren Differentialquotienten

konvergieren auf dem kompakten Intervall [0,1] gleichmaRig gegen f(). Deshalb gibt es zu
jedem nJIN ein kOIN, so dai3 fur alle x(J[0,1] gilt:

|
e<2k [ |f(|)(x) - s"z (!)(-1)'+i.f(x+is) <2

|
Definiere D, (f)(x):= 2 Z () vtz fr alexofo)

Dann konvergieren die D,(f) gleichmaRig gegen f(). Weiter gilt: Konvergiert die Folge (f)non
gleichmaRig gegen f, so konvergiert die Folge (Dp,(fr))non gleichméaRig gegen (),

15 Genaugenommen liefert natiirlich v;?l eine Menge und keine Zahl. Man mufdte hier eigentlich einen

eindeutigen Wert definieren, was durch Kiirzen auch moglich ist.
16 Beweis von Satz 10, [Stein] Seite 37.
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I
Setze nun Q(p)<n,m>::v;21(2nI ; ( !)(-1)'+i-0((p(n))(vQ(m)+i -2‘”)). Dann ist Q stetig und

berechenbar und fiir alle pODef(84), kOIN, mu 'Ql([O,l] n Q) gilt:
vo(Q(p)<k,m>)=Dy(a(p(k)))(vo(m)).

Wegen der gleichméaRRigen Konvergenz gibt es fir alle p00Def(3,), o dal? 8, (p) I-mal stetig
differenzierbar ist, zu jedem nlJIN ein kN, so dal3 fir alle mv ;31([0,1] n Q) gilt:
|va(QP)<k,m>) - (34 (P))D(vo(m)) [<2™.

Definiere

E(p)<i,n,j,k>:=L falls | a(i)(vo()) - vo(Q(p)<k,j>) [<2"
sonst

Dann ist E stetig und berechenbar. Setze weiter

Z(p)<i’n'j’k’m>:2%is’g'nn;t>+l falls k>m und v (j)U[0,1] und E(p)<i,n,j,k>#0

I (q)(n):=myp<i,m>[p<i,n,m>z0] fur p,qUB, i,j,k,n,mIIN.

Dannsind Z und I" stetig und berechenbar. Es kann jetzt genau wie im Bewels von Satz 10 bei
Stein gezeigt werden, dal3 I' CZ die Bedingungen des Satzes erfiillt. Die Beweisfuhrung ist
wortlich dieselbe und soll deshalb hier nicht weiter ausgeftihrt werden. Mit ' CZ(p) ist dso eine
C-stetige I-te Ableitungsfunktion gefunden worden.

QED.

Bei den letzten Problemen wurde schon vorausgesetzt, dal? die vorliegende Funktion an einer
Stelle oder auf einem Intervall differenzierbar ist. Nur unter dieser Voraussetzung ist die
Ableitungsfunktion C-stetig. Es scheint schwerer zu sein, die Differenzierbarkeit Uberhaupt
festzustellen. Esist fraglich, ob sich dieses Problem tiberhaupt in der C-Hierarchie einordnen
l&rt.
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Ubersetzung von r-adischer in s-adische Darstellung

Als nachste Funktion betrachte ich die Ubersetzung einer Zahl von r-adischer Darstellung in die
s-adische Darstellung. 1ch beschranke mich dabel auf reelle Zahlen im Intervall [0,1], um Fall-
unterscheidungen zwischen Stellen vor und nach dem Komma zu vermeiden. Ich verwende
deshalb fur die m-adische Darstellung folgende Reprasentation:

Definition 3.14: Eine m-adische Représentation d,,, des Intervalls [0,1] wird definiert durch

OmZn®- IR, 6m(p)::Zp(i)-m'i. Dabei ist Z,, durch £,,;={0,1,2,...,m-1} definiert.
=1

n
Sei ferner viy:Z, — IN definiert durch vin(ag.ay,-...a):=y a-m™.
1=0

Essoll jetzt die Ubersetzungsfunktion TRANS, definiert werden. Sie tibersetzt eine Zahl von
r-adischer in die s-adische Darstellung . Zu dieser Funktion habe ich bisher unverdffentliche
Aufzeichnungen von Klaus Weihrauch bekommen. Einige Beweise stammen von Klaus
Weihrauch. Ich werde diese kennzeichnen.

TRANS ist durch die Bedingung 8,(p)=04{ TRANS,{(p)) nicht eindeutig festgelegt. Dies liegt
daran, dal3 es zwei s-adische Darstellungen ein und derselben reellen Zahl geben kann. Genauer
gilt:

Satz 3.15: 17

1) 5,14 0}={(0,0,0,..)} und & L 1}={ (r-1)%}.
Fur alex0, 1 gilt:

2) 51 x} hat ein oder zwei Elemente.

n
3) 5, 1{x} hat zwei Elemente - (Ch,kCIN) X=k -

4) Falls 5 1{x} zwei Elemente hat, dann haben sie die Form wa0® und w(a-1)(r-1)® mit
wiX K aX ,, ls<a<r.

Beweis:

1) klar.

2) Sei x[J0, 1 und d,(p)=x. Es gebe ein gzp mit d,(q)=x.

Sei i diekleinste Zahl mit p(i)zq(i). Dann gilt mit m:=v,(p(0),p(1),...,p(i-1))

17 satz und Beweis aus nicht veroffentlichten handschriftlichen Aufzeichnungen von Klaus Weihrauch.
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r-m+ip(i) r-m+pi(i)+1 d r-m+iq(i) < r-m+c!(i)+1 .
r r r r
O.B.d.A. gelte p(i)<q(i). Dann gilt g(i)=p(i)+1. Hieraus folgt
rm+ip(|) cx< r m+iq(|) und rm+iq(|) cx< r m+c!(|)+

<X<

-m+a(i -m+a(i -m+a(i
r mriq(l) cx< r mriq(l) © %= r-m iq(l)
p=(p(0),p(1),....p(i-1))p(i)(r-1)* und

a=(p(0),p(1),....p(i-1))(p(i)+1)0%.
Sel auch 9,(q')=x und gq'#p. Man schlief3t analog, dal3 gilt:
q'=(p(0),p(2),....p(i-1))(p(i)+1)0%.
Also sind qund g identisch. Es gibt also héchstens zwel verschiedene Elemente in 6r'1{ x}.
3) 5, 1{x} habe zwei Elemente 0 (Ch,kOIN) x=rn—k , denn nach Beweis von 2) gilt

r-m+q(i)
X= ri

und damit

, wahle n:=r-m+q(i) und k:=i.

n
Es gelte andererseits (Ch,kIIN) X= k- Der Bruch sai soweit gekirzt, dal3r nicht Teiler von n
ist. Es gibt ein w, Ig(w)<k und v,(w)=n, da 0<x<1. Es gilt dann x= §(w0%®) und mit w=va
x= &, (v(a1)(r-1)%). Also hat 6r'1{ x} zwei Elemente.

4) Unter 3) gezeigt.
QED.

Definition 3.16: TRANS,¢Z,® - Z.® heif3t digjenige Funktion mit 3,(p)=0TRANS,(p)) fir
alepX @, fur die gilt: [(OWX ) TRANS.(p)=w0%] 0 TRANS,(p)=0%.

Diese Definition vermeidet die Mehrdeutigkeit von TRANS. Nach Satz 3.15 ist
Mehrdeutigkeit nur méglich, wenn TRANS,((p)=wa0® fir ein wiX S* und aX ¢ Indiesem
Fall wird TRANS,(p)=w(a-1)(s-1)® gesetzt. Nur im Fall TRANS,(p)=0% ist die Ubersetzung
eindeutig.

Definition 3.17: Fur wiX *, w=(ag,a,...,&,) wird |, definiert durch
VW) ve(w)+1
|r(W)-‘[ dgw):  ow) ]

Esaqilt 1,(¢)=[0,1].

Hilfssatz 3.18: Sei | (w)UI(y) und a<r. Dann gibt es héchstens ein b<s mit I (wa)Ol (yb).
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Beweis: Die I (yc), c<s, haben hichstens einen Punkt gemeinsam. Also gilt | (wa)Ul(yb) fr
hochstens ein b.
QED.

Definition 3.19: Sei B:3,* - =.° definiert durch B(€):=¢ und

B(wa):= (w) falls I (wa)Ol(B(w)b) fir kein b<s
_%(W)b sonst fur das b mit | .(wa)Ul¢(B(w)b) .

Hilfssatz 3.20: Esgilt fir allewlX * 1,(w)0I(B(W)).

Beweis: Der einfache Beweis erfolgt durch vollsténdige Induktion Gber die Lange von w.
Induktionsanfang (n=0): I (w)=1,(€)=[0,1] und 14(B(w))=14€)=[0,1].

InduktionsschluB (n - n+1): Sei Ig(w)=n+1 und w=vamit viZ ,* und aX ,. Esgilt nach
Induktionsvoraussetzung 1,(v)Ul4(B(Vv)). Fals 1, (va)Tl4(B(v)b) fir kein b<s, gilt
B(w)=B(va)=R(v) und somit I (w)=I(va)ll(v)Tl{B(v))=1BW)). Fallsesein blX , gibt mit
1 (va)Ol(B(v)b), gilt I, (w)=1 (va) DI (B(v)b)=1(B(va))=I{(B(W)).

QED.

Die Definitionen 3.17 und 3.19 werden fir den Beweis des néchsten Satzes gebraucht. Fir
w<p drickt das Intervall 1,(w) aus, welche Werte d,(p) annehmen kann, wenn nur das Préfix w
von p bekannt ist. Die Funktion B berechnet stetig die Ubersetzung von p in das s-adische
System, soweit das auf Grund der endlichen Prafixe von p moglich ist.

Satz 3.21: Es gebe ein k mit s|rk. Sei piX . Dannist B auf p unbeschrankt. 18

Beweis: Annahme: Sel 3 auf p beschrankt. Dann gibt es ein w<p mit B(v)=p(w) fur alle v mit
wsv<p. Esgilt I (w)Ol(B(w)).

Fur alev mit wsv<p und alle blX ¢ gilt dann |.(v)J1(B(w)Db).

Esgibt ein v, so dal fur ale v mit vgsv<p lg(l,(v))<lg(I{B(w)b)) gilt.

Esgibt dann ein b, so dal3

vi(v)  vg(Bw)b)  vi(v)+1 4
Aogv) < doBwpb) < lgv) @S0

)
v,(v) < m VgBW)b) < v,(v)+1 fir allev mit vgsv<p.

18 sat7 und Beweis aus nicht versffentlichten handschriftlichen Aufzeichnungen von Klaus Weihrauch.
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lg(v)
r
Wegen rK gibt esein v mit VoSV<p, so dal’ Jo(Bw)b) ganzzahlig wird. Dasist ein

Widerspruch. Also ist 8 auf p unbeschrankt.
QED.

Folgerung 3.22: Falls ale Primteiler von s auch Primteiler vonr sind, ist TRANS stetig.

Beweis: Falls alle Primteiler von s auch Primteiler von r sind, gibt es ein k mit sjr. Dann
stimmt 3 nach Satz 3.21 mit TRANS, Uberein. Daf3 stetig ist, ist auch TRANS stetig.

QED.

Satz 3.23: Falls es einen Primteiler von s gibt, der kein Primteiler vonr ist, gilt Q<oTRANS,,
ist TRANSalso unstetig. 19

Bewels. Sal g die Darstellung von:sfL im r-adischen System. q ist dann periodisch und 183 sich
darstellen durch g=w® mit geeignetem wiX ,* 20, Definiere B:IB - % durch

B(p)(k-lg(w)+n):=cV(N) TallS p(K)=0 ¢ 411 0<nsigw)-1 und k=0.

"Hr-1) sonst
Definiere weiter A:IB - IN durch A(p)::{Olsf(";‘lnlstp(o)21

Esgilt dann Q(p)=1
O k=min{m | p(m)£0} existiert
Q0 k) B(p)=wk1(r-1)!19Wy mit geeignetem viX ®
0 TRANS.°B(p)(0)=1 ,denn TRANS, 2B(w®)=0(s-1)® und fur alle pz0® gilt
5(TRANS,0B(p))>3{ TRANS, 0B(W¥))
0 AoTRANS,©B(p)=1
und Q(p)=0
O (Ok) p(k)=0
O B(p)=w®
0 TRANS,©B(p)=0(s-1)®
0 TRANS,©B(p)(0)=0
0 AoTRANS,©B(p)=0

19 Dieser und die folgenden Sétze auRer Satz 3.24 stammen wieder ausschliellich von mir.
20 Nach [Niven] Seite 352 hat % diekleinste Vorperiodenldngei und die kleinste Periodenldnge j gdw. i und j

die kleinsten Zahlen sind mit s|ri(rj-1) (dort fur Dezimal zahlen bewiesen, aber leicht auf beliebige adische
Systeme zu verallgemeinern). Da es einen Primteiler von s gibt, der kein Teiler von r ist, folgt i=0. Also gibt es

einw mit g=w® und Ig(w)=j.
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Es gilt mithin Q(p)=A°TRANS,LB(p) fur alle pLJiB, und da A und B stetig sind, folgt
Q<,TRANS,.
QED.

Aus Folgerung 3.22 und Satz 3.23 folgt sofort:

Satz 3.24: TRANS,4 ist genau dann stetig, wenn
{i]i Primteiler von s} [{j | j Primteiler vonr}.

Diesist der wichtigste Satz dieses Abschnitts. Es folgen nun einige weitere Sétze, die die
Ubersetzungsfunktion genauer einzuordnen versuchen.

Satz 3.25: TRANS4ist C-stetig.

Beweis: Sal B:IB - IB und A:IB - IB definiert durch

B(p)<n,m>;:%f26tr>;t+l falls 1g(B(Lpln+1))=m+1 und B(Lpln+1)(M)=b

.—tb falls g<m,b>=0 fir ein bX
und A(q)(m): % jalsa s

Esgilt fur alle r=2 und s=2 und fir ale piX ,* TRANS,{(p)=AcCoB(p).
Der Beweis erfolgt durch Fallunterscheidung.
1. Fall: Esgibt ein biX ¢ mit CoB(p)<m,b>=0. Esgilt dann
b=AoCoB(p)(m) = CoB(p)<m,b>=0

< ([h) B(p)<n,m>=<m,b>+1

= (ON) 1g(B([PDn+1))=m+1 und B(Ip] ns1)(M)=b

= b=TRANS(p)(m)
2. Fall: Esgibt kein b[X ¢ mit CoB(p)<m,b>=0. Es gilt dann AoCoB(p)(m)=s-1 und
esgibt kein n und kein b mit Ig(B(I[p] n+1))=m+1 und B([pln+1)(mM)=b. Somit gilt
TRANS (p)=B(p)(s-1)* und Ig(B(p))<m+1. Also folgt TRANS((p)(m)=s-1=ACoB(p)(m).
QED.

Satz 3.26: Falls TRANS unstetig ist, gilt TRANS,<2Q nicht.
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Beweis: TRANS, sei unstetig und

ps=0(s-1)%, Pr=TRANS(py),
ps,n’mZ=O(S-l)nO(S-1)mOw, pr,n,m:zTRANSsr(ps,n,m)a
P’ s,n,m:zo(s'l)nlomlw, P’ r,n,m:=TRANSsr(p‘ s,n,m)y
QS,n,m:zlono(S'l)mowa qr,n,m:zTRANSsr(qs,n,m)a
9 snm:=10"10M1%, O 1 nm=TRANS(q' s nm)-

Annahme: Es gibt Funktionen A,BU[IB - IB] mit TRANS((p)=A<p,Q0B(p)> fur ale pUIB.
Esgilt d4py)= % und damit p,=TRANS,(pg)=w® mit einem w(X rDﬂ. DaA stetigist, gibt es

ein kOIN, so dai3 fur alle p,qUIB mit QoB(p)=QoB(q) und [pll,=Ladll«<p,

TRANS (p)=A<p,Q0B(p)>=A<q,Q0B(q)>=TRANS,(q) gilt. Hieraus folgt, dal3 es ein zLJIN
geben mul3, so dal fr ale n=z und fur alle mOIN QoB(p, , m)=i, QOB(p', n m)=i,

QoB(q pm)=j und QOB(q', , ,)=j miti=0und j=1 oder i=1 und j=0.

Esgilt also fr alle mOIN QoB(p;, , m)=i und QoB(p*, , ,)=i mitilJ{0,1}. Esfolgt aber aus der
Stetigkeit von A, dal3 fur gentigend grolRes m [A<p; ; mi>[l +2=[A<P’; 2 mi>] 242 dilt. Also
folgt 0=pg, m(z+1)=p's, m(z+1)=1. Dasist ein Widerspruch.

Alsoist TRANS, im Falle der Unstetigkeit nicht auf Q reduzierbar.

QED.

Fir den néchsten Satz bendtige ich einen Hilfssatz. Dieser besagt, dal3 TRANS zwar nicht
stetig ist, aber dal3 aus einem gentigend langen Pré&fix von p héchstens zwel beliebig lange
Préfixe berechnet werden konnen, von denen eines Préafix von TRANS¢(p) sein muf3.

Hilfssatz 3.27: Sei fir jedesnOIN p,&X ,* und esgelte lim p,=p. Sei :=TRANS(p).

Dann hat 6'510 (0) hdchstens zwei Elemente, ndmlich g und eventuell g‘. Es gibt dann zu
jedem mCIN ein ngIN, so daf3 fur alle n=ng TRANS«(pr)(mM)=q(m) oder
TRANS(pp)(m)=q’ (m).

Beweis: Es sei x:=8,(p). Es gilt x=34(q), da q die Ubersetzung von x aus der r-adischen
Darstellung in die s-adische ist. Nach Saiz 3.15.2 hat &, 03(q)=3, (x) hochstens zwe
Elemente, namlich g und eventuell g'. Annahme: Es gibt en mUIN, so dal3 es unendlich viele
NOIN gibt mit TRANS ((pn)(m)Zg(m) und TRANS«(p,)(M)Zg‘ (m). Es gibt also unendlich
viele n mit

21 Siehe dazu die FuRnote zum Beweis von Satz 3.23.
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8 TRANS,o(p)) J1((0(0),4(1).....a(m-1)) und
8 TRANS {(pp)) 1 (f (), (1).....q" (m-1)).
Es gilt aber xOKern(l4((q(0),q(2),...,q(m-1))TIL((q' (0),q' (2),....q' (m-1))) 22. Weiter gilt
x:6r(p):nl [ rzl0 O/(pPp) = r]Iirrgo O(TRANS((py))- Diesist ein Widerspruch. Also gibt es zu jedem

MOIN ein ngUJIN, so dal3 fur ale n=ng TRANS((p,)(m)=g(m) oder TRANS.(pr)(M)=q’ (M).
QED.

Satz 3.28: Fur aler,s=2 ist C nicht auf TRANS reduzierbar.

Beweis: Fir stetiges TRANSgist das klar. Sei dso TRANSg nicht stetig. Ich fihre einen
Widerspruchsbewels.

Annahme: C(p)=A<p, TRANSB(p)> fir alle pJIB mit stetigen Funktionen A,B[[l IB - IB].
Sei p,:=0"(1,3,5,7,9,...), q,:=0"(2,4,6,8,10,...) und p:=(0,0,0,...). Es gilt C(p,)(2-i)=0,
C(pp)(2-i+1)=1, C(q,)(2-1)=1 und C(qy)(2:1+1)=0 fur alle i,nCJIN. Da B stetig ist, gibt esfir
jedes mUIN ein ngJIN, so dal3 fir alle n=ng und ksm B(p,) (K)=B(a,)(k)=B(p)(K) gilt. B(py),
B(gy) und B(p) haben also flr gentigend grofies n beliebig lange gemeinsame Préfixe. Wegen
lim p,= r]Iingo 0y = p gibt es nach Hilfssatz 3.27 zu jedem mUIN ein ngJIN, so dal3 fur alle

Nn—- oo

n=ng mindestens zwei der drei Worte [TRANS.«(Pn) m: [TRANS (a1, und
[TRANS,{(p)Im 9leich sein missen.

Wegen der Stetigkeit von A miissen dann fur gentigend grof3es n zwei der drel Folgen

A<pn,, TRANS.°B(p,)>, A<qn, TRANS,°B(q,)> und A<p, TRANS,°B(p)> das gleiche
Prafix der Lange 2 haben.

Esgilt aber fur alendIN C(p,)(0)=0, C(p,)(1)=1, C(g,)(0)=1, C(g,)(1)=0, C(p)(0)=1 und
C(p)(1)=1. Also haben C(py), C(g,) und C(p) kein gemeinsames Préfix der Lange 2. Diesist
ein Widerspruch. Also ist C nicht auf TRANS,q reduzierbar.

QED.

Fortsetzungsproblem

Zum Schluf dieses K apitel s betrachte ich noch ein ganz anderes Problem. Es handelt sich um
eine partielle Funktion, die nicht stetig fortsetzbar ist. Mir ist in diesem Zusammenhang
aufgefallen, dal3 man eigentlich einen schwachen und einen starken Begriff der Fortsetzung
unterscheiden kann. So gilt der Funktionswert f(p) ja schon as undefiniert, wenn nur endlich
viele Folgenglieder von f(p) existieren. Es gilt aso f(p)=div, auch wenn f(p)(i) fur ein iJIN

22 Kern(M):={x0OM | (C¥)(0y) |x-y|<r O yOM}. Dieser topologische Begriff bezeichnet das Innere einer Menge.
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existiert. Der schwache Begriff der Fortsetzung erlaubt fir eine Fortsetzung f* von f, dal3
f'(p)(1)£f(p)(i) gilt. Der starke Begriff erfordert, dal’ die Fortsetzung von f die ganze Informa-
tion belbehdlt.

Definition 3.29: Sai 3:IB - IB oder X:IB - IN eine partielle Funktion. Eine Funktion I":IB - IB
oder I":IB - IN heif3 genau dann eine starke Fortsetzung von %, wenn fur ale pJIB und ale
i0IN gilt: Z(p)(i)=k [T" (p)(i)=k. I' heif3 genau dann eine schwache Fortsetzung von %, wenn
fur ale pB gilt: Z(p) existiert [T (p)=Z(p).

Ich benutze im folgenden den schwachen Begriff der Fortsetzung.

Definition 3.30: Sai 3:IB - IB oder >:IB — IN eine partielle Funktion. Eine Funktion I":IB - IB
oder I":IB - IN heif3 genau dann eine Fortsetzung von %, wenn I" eine schwache Fortsetzung
von Z ist. Z heif3 genau dann stetig fortsetzbar, wenn es eine total e stetige schwache
Fortsetzung von Z gibt.

Es soll jetzt die folgende Funktion untersucht werden:

Definition 3.31: FSP:IB - IB s definiert durch
falls die Position der i+1-ten 1 in p gerade ist
FSP(p)(i):=[]L falls die Position der i+1-ten 1 in p ungerade ist .
Ldiv sonst

FSP(p) ist nur definiert, wenn p unendlich viele Einsen besitzt. Es stellt sich die Frage, ob FSP
stetig fortsetzbar ist oder wie kompliziert eine Fortsetzung mindestens sein muf3.
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Satz 3.32: FSPist nicht stetig fortsetzbar.

Beweis: Annahme: FSP ist stetig fortsetzbar. Sei f:IB — IB eine total e stetige Fortsetzung von
FSP. Definiere fiir ale n0IN p,:=02"1%, ¢,;=02"11% und p:=0%. Es gibt dann ein kOIN mit
f(p)(0)=k. Daf stetig ist, gibt es ein w<p, so dal3 f(q)(0)=k fir alle qCJIB mit w<q. Es gibt ein
nOIN mit w=0". Wegen w<p,, und w<qy, folgt fir dieses n f(p,,)(0)=f(q,)(0)=k. Es gilt aber
f(pr)(0)=0 und f(q,,)(0)=1. Diesist ein Widerspruch. Also ist FSP nicht stetig fortsetzbar.
QED.

Satz 3.33: Es gibt keine totale Fortsetzung von FSP, die auf Q reduzierbar ist.

Beweis: Annahme: f ist eine Fortsetzung von FSP und auf Q reduzierbar. Dann gibt es stetige
Funktionen A:IB - IB und B:IB - IB mit f(p)=A<p,QoB(p)> fur alle pUIB.

Definiere p:=0%, p,:=02"1%®, p,:=02"101%, ¢,;=02"*11% und q,:=02"*1101%. Es gelte
A<p,0>(0)=kq, A<p,0>(1)=ko, A<p,1>(0)=I; und A<p,1>(1)=l>.

DaA stetig ist, gibt es ein w<p, so dal3 A<qg,0>(0)=k4, A<qg,0>(1)=k,, A<q,1>(0)=I; und
A<q,1>(1)=l, fur ale gOJIB mit w<g. Es gibt dann ein nOIN mit w=0". Da w<p,, w<py',
W<(gp und w<q,’, folgt

A<pn,0>=(kq,Kko,...), A<py,0>=(kq,k>,...), A<qn,0>=(kq,Ks,...), A<gy,0>=(kq,k>,...) und
A<pn1>=(11,15,...), A<pn,1>=(11,l5,...), A<qn,1>=(l1,l5,...), A<qy,1>=(11,l5,...).

Also gibt es fur die beiden ersten Folgenglieder von f(py), f(py), f(qn) und f(g,") nur zwei
madgliche Kombinationen, namlich (kq1,ko) und (I4,15). Im Widerspruch dazu gilt aber
f(py)=(0,1,...), f(py)=(0,0,...), f(qn,)=(1,0,...) und f(g,)=(1,1,...). Also gibt es keine auf Q
reduzierbare Fortsetzung von FSP.

QED.

Definition 3.34: Ich definiere eine tota e Fortsetzung FS:IB - IB von FSP durch
falls die Position der i+1-ten 1 in p gerade ist
FS(p)(i):=[l falls die Position der i+1-ten 1 in p ungerade ist .
[P sonst
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FSist sogar eine starke Fortsetzung von FSP.
Satz 3.35: FSist C-stetig.

Bewels:
i,0>+1 falls p(n) die i+1-te 1 ist und n gerade
Definiere B:IB - IB durch B(p)(n):=xi,1>+1 falls p(n) diei+1-te 1 ist und n ungerade .
[0 sonst
falls g<i,0>=0
Definiere A:IB - IB durch A(g)(i):=l falls g<i,1>=0 . Dann gilt fur alle pOIB
[P sonst

AoCoB(p)(n)=0 <= CoB(p)<n,0>=0 < (LK) B(p)(k)=<n,0>+1

= p(k) istdien+l-telinpundnist gerade = FS(p)(n)=0
AoCoB(p)(n)=1 = CoB(p)<n,1>=0 = ([K) B(p)(k)=<n,1>+1

= p(k) istdien+1-telinpundnist ungerade < FS(p)(n)=1
A9CoB(p)(n)=2

= CoB(p)<n,0>%0 und CoB(p)<n,1>%£0

= (0k) B(p)(k)#z<n,0>+1 und (UK) B(p)(k)#<n,1>+1

= Esgibt kein k, so dal3 p(k) die n+1-te 1 in p und n gerade oder ungerade ist

= Esgibt keink, so dal3 p(k) dien+1-telinpist

= FS(p)(n)=2
Esgilt somit FS(p)=AoCoB(p) fur alle plIB. Da A und B stetig sind, folgt FS<,C.
QED.

Folgerung 3.36: FSP ist C-stetig.

Beweis: Eine Funktion f ist auf jede Fortsetung f' reduzierbar, dafir alle pliDef(f) f(p)=f'(p)
gilt. Es gilt also FSP<,FS und nach Satz 3.35 FS<oC. Aus der Transitivitét von <; folgt
FSP<,C.

QED.
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Satz 3.37: Q ist auf jede totale Fortsetzung von FSP reduzierbar.

Beweis: Sei f:IB - IB eine totale Fortsetzung von FSP. Sei ferner k:=f(0°)(0). Definiere
B:IB - IB durch

falls p(i)=0 fur alle i<n

falls (i<n) p(i)#0 und k=0 und n ungerade

falls (i<n) p(i)#0 und k#0 und n gerade
sonst

B(p)(n):=

Definiere A:IB - IB durch A<p,q>(n);:{ 10;323 q(0)=k

Esgilt dann fir alle pCiB
Q(p)=0 0O (Oi) p(i)=00 (Oi) B(p)(i)=0 O foB(p)(0)=k O A<p,foB(p)>=0.
Fur Q(p)=1 nehmeich eine Fallunterscheidung vor:
1. Fal: Fallsk=0, gilt
Q(p)=1 0 esgibt ein minimalesilIN p(i)Z0
O B(p) enthdlt ab der Stelle i an den ungeraden Positionen Einsen und sonst Nullen
0 foB(p)=1®
0 foB(p)(0)=1
O foB(p)(0)zk
0 A<p,foB(p)>=1.
2. Fall: Fallsk#0, gilt
Q(p)=1 0 esgibt ein minimalesilIN p(i)Z0
O B(p) enthélt ab der Stelle i an den geraden Positionen Einsen und sonst Nullen
0O foB(p)=0®
0 foB(p)(0)=0
O foB(p)(0)zk
0 A<p,foB(p)>=1.
Esgilt dso fur ale pdB Q(p)=A<p,foB(p)>. DaA und B stetig sind, folgt Q<,f. Daf eine
beliebige totale Fortsetzung von FSP war, ist der Satz bewiesen.
QED.

Satz 3.38: Cist nicht auf FS reduzierbar.
Beweis: Ich vollziehe einen Widerspruchsbeweis. Annahme: C<oFS. Es gibt dann stetige

Funktionen A:IB - IB und B:IB - IB mit C(p)=A<p,FSeB(p)> fur ale pLIB. Ich will eine Folge
gyUIB konstruieren, mit der diese Annahme zum Widerspruch gefiihrt werden kann. Dabei
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steht der Gedanke im Mittel punkt, daf? B(q,,) unendlich viele Einsen enthalten soll. Diese Folge
gy Wird al's Grenzwert einer Folge von Worten oder eventuell Folgen wy, definiert.

Sei pg:=0%. Die Funktion #:Bg— INgo}  sei definiert durch
#i(p):zgk fallsi k-mal in p vorkommt

o sonst
Falls #1(B(pg))=koUIN gibt es wegen der Stetigkeit von B ein wIN*, w<pg, und ein m-JIN
mit [B(a)=0B(a*)]n und #(IB(9)]m)=ko fur alle g,g° mit w<g und w<q'. Definiere dann

Wp al's das minimale wOIN* mit dieser Eigenschaft. Es gilt wJ{ 0} * {0} .

. Falls#1(B(pg))=c0 definiere wy:=pg und Kg:=co.

Es seien p,,, wy, und k;, schon definiert.

Falls #;(B(pp))=c definiere Wn41:=Pn, Prt1:=Pn UNd Kp4.1:=00.

Andernfalls gilt w,O0{0}*{2}*...{2n}* und p,0{0} *{2} * {4} *...{2n}©, wie sich aus der
Konstruktion von wy, und p,, ergeben wird.

Dann gilt #1(B(pp))=k,UIN. Definiere pn'i::wn(Zn)i(2n+2)‘*’. Es kann nicht fir jedes iCJIN
#1(B(pn))=#1(B(py;)) gelten. Denn daraus ergibt sich FSOB(p, ;)

=[FSeB(pp) kn2°°=FSOB(pn). DaA stetig ist, gibt es dann ein endliches Préfix v von p, mit
[A<q,FSeB(0)>] on+4=[A <P, FSPB(Pr)>1 2n+4 fr ale g mit v<q. Insbesondere fur
q:=v(2n+2)® gilt dann C(q)(2n+3)=A<q',FS°B(q")>(2n+3)=A<p,,FS°B(p,)>(2n+3)
=C(pp)(2n+3)=1, da p,0{0} *{2} *{4} *..{2n} ®. Das ist ein Widerspruch, da C(q')(2n+3)=0
gelten muf. Also gibt eseinitIN mit #1(B(pp, ))>#1(B(pn))-

Sel pp+1:=pp fur daskleinste i mit #1(B(pp, i))>#1(B(py)). Es gilt dann also
Kn+1:=#1(B(Pn+1))>Kp. Falls Kpyq=c0 definiere wp1:=pp+1-

Sonst gibt es ein wIN* und ein mOIN mit [B(q)],,.=[B(q‘ )]y und #1(IB(a)] m)=Kn+q fr ale
9,9 mit w<qg und w<q'. Definiere dann w41 a's das minimale wlIN* mit dieser Eigenschaft.
Es gilt weiter nach Konstruktionsvorschrift pn.10{ 0} *{2}*{4}*...{2n+2} ® und

W1 0{0} {2} *..{2n+2} *O{ 0} *{ 2} *...{ 2n+2} @,

Durch vollsténdige Induktion erhat man:

(ONOIN) [WiiSWiq und [#1(B(wp))=co oder #;(B(Wp)<#1(BWn.)]].
Definiere mit der so erzeugten Folge von Worten oder Folgen (w/,) die Folge
Qu-=sup{ wn[nCIIN} . Es gilt #1(B(qy,))=c0.

Die Folge B(q,) hat also unendlich viele Einsen. Dies hat zur Konsequenz, dald sich FS an der
Stelle B(q,)) wie eine stetige Funktion verhédt: Zu jedem w<FS(B(q,,)) gibt esein v<q,, so dal3
w<FS(B(q)) fur alle g mit v<q. Hieraus folgt mit der Stetigkeit von A, dal? es auch zu jedem
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w<A<q,,FSeB(q,)> ein v<q, gibt, so da3 w<A<q,FSeB(q)> fur alle g mit v<qg. Da
C(q,)(0)=A<q,,FSB(q,)>(0)=1 gilt, gibt es ein v<q,, so dal3d A<q,FS°B(g)>(0)=1 fur aleq
mit v<q. Sei g*:=v1®. Esfolgt C(g*)(0)=A<qg* ,FSoB(g*)>(0)=1. Aber da 1 in g* vorkommt,
muf3 C(g*)(0)=0 gelten. Diesist ein Widerspruch. Also ist die Annahme C<,FS falsch. Somit
ist C nicht auf FS reduzierbar.

QED.

Folgerung 3.39: Cist nicht auf FSP reduzierbar.

Bewels: Es gilt FSP<oFS. Wenn auch C<,FSP gelten wiirde, so muf3te aus der Transitivitét
von <o C<oFSfolgen. Dasist aber nach Satz 3.38 nicht mdglich.
QED.

Es gibt allerdings kompliziertere Fortsetzungen von FSP, so dal3 C auf diese reduzierbar ist.

Definition 3.40: Eine Fortsetzung von FSP sei durch FS2:IB - IB gegeben mit
falls die Position der i+1-ten 1 in p gerade ist

..._= oder diei+1-te 1 in p nicht ex. und (k) p(k)=i+3
FSZ(p)(|).—% falls die Position der i+1-ten 1 in p ungerade ist

oder diei+1-te 1 in p nicht ex. und =(CKk) p(k)=i+3

Satz 3.41: C<oFS2.

Beweis: Fir ale pOB gilt C(p)=FS20INCoINC(p). INC:IB - IB ist dabei wieder definiert
durch INC(p)(n):=p(n)+1 fur alle pJIB und nlJIN. Denn die Folge INCoINC(p) enthalt keine
Einsen. Hierausfolgt fur alle iC]IN
FS2INCOINC(p)()=] o (H) INCOANCIRIOTIES -y oy

(1 falls =([k) INCoINC(p)(k)=i+3
FS20INCoINC(p)(i)=0 O (k) INCoINC(p)(k)=i+3 O (CK) p(k)=i+1 0 C(p)(i)=0 und
FS20INCoINC(p)(i)=1 O —([k) INCoINC(p)(k)=i+3 O —([k) p(k)=i+1 0O C(p)(i)=1.
Also gilt C<oFS2.
QED.
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Kapitel IV. C2-stetige Funktionen

In diesem K apitel werden einige neue C2-stetige Funktionen eingefiihrt. Die Funktionen dienen
unter anderem der Vorbereitung auf das né&chste Kapitel.

Konvergenz und Maximum

Definition 4.1: Sei KON:IB - IN definiert durch

KON( ).ZEOfa”S(p(n))nDIN konvergiert _ro falls (0)(Ck)(Om>l) p(m)=k
P)=0) sonst sonst '

Satz 4.2: KON ist C2-stetig, aber nicht C-stetig.

Beweis: Ich beweise U=5KON:

Def. P:IB - IB durch P(p)(0):=p(0) und P(p)(n+1)::%(';ﬂ Bf{”s’;}])stm{ p(i) [ i<n}

Dann gilt U(p)=0 = My ist unendlich < P(p) konvergiert nicht = KONoP(p)=1

= NEGoKONoP(p)=0

und U(p)=1 <= My istendlich = P(p) konvergiert = KONoP(p)=0 < NEG°KONoP(p)=1,
also U=NEGoK ONoP und somit U<sKON.

Def. P:IB - 1B durch P(p)(0):=p(0) und P(p)(n+1):={ O 12s P 1)=p(n)

Dann gilt KON(p)=0 = p konvergiert = P(p) ist beschrénkt = UoP(p)=1
= NEGoUoP(p)=0 und

KON(p)=1 = p konvergiert nicht = P(p) ist nicht beschrankt = UoP(p)=0
= NEGoUoP(p)=1, adso KON=NEGoUoP und somit KON<>,U.

Insgesamt folgt U=,K ON. Da U C2-stetig, aber nicht C-stetig ist, gilt das auch fiir KON.
QED.

Definition 4.3: Sei KON2:IB - IN gegeben durch
m+1 falls en m konvergiert
KONZ(p) = O Sonst (p)n geg g

Z%m falls (C1)(0k>1) p(k)=m
sonst
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Satz 4.4: KON2 ist C?-stetig.

Beweis: KON2<,L:

Definiere P:IB - IB durch P(p)(0):=0 und P(p)(n+1)::{ p(n+1)+1 falls p(n+1)=p(n)

0 sonst

- . 0 falls gq(0)=0
Definiere weiter Q:IB - IN durch Q(q)::{min{ ks>%( |)q(k)=0} sonst

Dann gilt KON2(p)=0 = p konvergiert nicht = P(p) enthadt unendlich viele Nullen
= LoP(p)(0)=0 = QoLoP(p)=0 und

KON2(p)=m+1 = pkonvergiert geggenm < P(p) enthdlt nur die Zahl m+1 unendlich oft
= LoP(p)(0)£0 und m+1=min{k | LoP(p)(k)=0}
= QoLoP(p)=m+1.

Es gilt also KON2=QoL oP mit stetigen Funktionen Q und P, also KON2<5L .

QED.

Satz 4.5: KON2 ist nicht C-stetig.

Beweis. U<oKON2:

Def. P:IB - IB durch P(p)(0):=p(0) und P(p)(n+1);:%(‘;ﬁl: Il? erinszﬁ)stm{ p(i) lisn}

Dann gilt U(p)=0 = M, ist unendlich = P(p) konvergiert nicht = KON20P(p)=0

= SIGNoKON20P(p)=0.

Analog gilt U(p)=1 = M,istendlich = P(p) konvergiert = KON20P(p)=m flr ein m#0
= SIGNoKONZ20P(p)=1.

Also gilt U=SIGNoK ON20P, also UsoKONZ2. Deshalb kann KON2 nicht C-stetig sein.
QED.

Definition 4.6: Sei MAX:IB - IN gegeben durch

0 falls das Maximum von p existiert
MAX(p)::{l sonst g

Satz 4.7: MAX ist C2-stetig, aber nicht C-stetig.

Beweis:

U <, MAX: Es gilt U=NEGoMAX.
MAX <, U: Es gilt MAX=NEGoU.
QED.
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Definition 4.8: Sei MAX2:IB - IN gegeben durch

MAX2(p):= zéggt(l) | i0IN} +1 falls das Maximum von p existiert

Satz 4.9: MAX2ist C2-stetig, aber nicht C-stetig.

Beweis: MAX2=,KON2:
Mit M:IB - IB, definiert durch M(p)(n):=max{p(i) | i<n}, gilt MAX2(p)=m+1
= M(p) konvergiert gegen m <= KONZ20M (p)=m+1 und
MAX2(p)=0 < M(p) konvergiert nicht = KONZ20M(p)=0. Also gilt MAX2=KONZ2oM und
somit MAX2<,KON2.

Sel M*:IB - IB definiert durch M*(p)(0):=<0,p(0)> und
‘ ‘ fall =
M )+ 0):={ 2 N s songt Und

M*“:IN - IN durch M**(0):=0 und M**(<k,<ng,...,n,>>+1):=ny+1 sonst.
Esgilt dann
KON2(p)=m+1 = p konvergiert gegen m
= (k) M‘(p) hat <k,<p(0),...,p(k)>> als Maximum und p(k)=m
= MAX2oM*(p)=<k,<p(0),...,p(K)>>+1 und p(k)=m
= M*“oMAX20oM" (p)=m+1 und
KON2(p)=0 < p konvergiert nicht
= M*(p) hat kein Maximum
= MAX2oM*(p)=0
= M*‘oMAX20M" (p)=O0.
Hierbel wird benutzt, dai3 fur ale kOIN <k,<p(0),...,p(k)>> < <k+1,<p(0),...,p(k+1)>> gilt.
Diesfolgt aus der Definition der Cantorschen Paarungsfunktion: 23
Es gilt <p(0),...,p(k+1)> > <p(0),...,p(k)> und fur alle ax und b>y gilt

atb X+y
<ab>= Zi +b> Zi +y = <Xy>.
1=0 1=0
Esgilt also KON2=M‘*'oMAX20M*, also KON2<oMAX 2.

QED.

Definition 4.10: Sel KB:IB - IN gegeben durch

KB(p)':Q;nin{ K|(On=k) p(n)=p(k)}+1 falls p konvergiert
" [0 sonst '

23 [Weihrauch] Seite 37.
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KB(p) gibt an, ab welcher Stelle p konvergent ist.
Satz 4.11: KB ist C2-stetig, aber nicht C-stetig.

Beweis:

KB<,MAX2: Definiere P:IB - IB durch P(p)(0):=0, P(p)(n+1)::{ n+1 falls p(n+1)%p(n)

0 sonst

Esgilt dann

KB(p)=0 = p konvergiert nicht = P(p) ist nicht beschrénkt = MAX20P(p)=0 und
KB(p)=m+1 <= p konvergiert ab Stellem < P(p) hat m als Maximum < MAX20P(p)=m+1.
Also gilt KB<oMAX2. KB ist also C2-stetig.

U<,KB: Definiere NEU:IB - IB durch NEU(p)(0):=p(0) und

—p(n+1) falls p(n+1)0O{p(i) |[i < n
NEU(p)(n+1)__%((O) Sgnst p(n+1)0{p(i) |i<n}

Esgilt dann

U(p)=0 = M, unendlich = NEU(p) konvergiert nicht = KBONEU(p)=0
= SIGNoKBoNEU(p)=0 und

U(p)=1 = My endliich = NEU(p) konvergiert = KBoNEU(p)#0
= SIGNoKBoNEU(p)=1.

Also gilt UspKB. KB ist also nicht C-stetig.

QED.

Rationalitat einer reellen Zahl

Definition 4.12: Sei RAT:IB - IN definiert durch RAT(p)::g ;21:]; p(p) rational

Satz 4.13: RAT ist C2-stetig. 24

24 DaR diese Funktion unstetig ist, wurde auch von Martin Davisin [Davis] Seite 172 nachgewiesen. Stetige
Funktionen werden dort compact genannt, wahrend berechenbare Typ-11-Funktionen completely computable
heiRen. Eswird aber von Martin Davis keine Einteilung in Klassen verschiedener Unstetigkeitsgrade
vorgenommen.
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Beweis: RAT<oN:
n-m
Definiere V:IB - IB durch V(p)<n,m,k,|>::g<”’m1k> fals [ vo(P)() - k+1 | 227
EJ sonst

Dann gilt RAT(p)=1 = p(p) istirrationa = (Ln)(LJ) [v(n) -vQ(p)(I)|22'I

= V(p) =IN = NoV(p)=0 = NEGoNoV(p)=1 und
RAT(p)=0 = p(p)istrationa = (Ckn,m,k>)(0I) |vQ(p)(I) - % |<2‘I

= V(p) #IN = NoV(p)=1 = NEGoNoV (p)=0.
Also gilt RAT=NEGoNoV. Somit ist RAT C2-stetig.
QED.

Satz 4.14: RAT ist nicht C-stetig.

Ich will hierfir U<oRAT beweisen. Dann kann RAT nicht C-stetig sein. Die Grundideeist

folgende: Ich mdchte eine Funktion finden, die ein p mit unendlich vielen verschiedenen
Elementen in ein q Uberfuhrt, so dald p(q) irrational ist, und ein p mit endlich vielen
verschiedenen Elementen in ein g, so dal3 p(q) rational ist. Hierfr ist erst ein Hilfssatz zu
beweisen:

00

Hilfssatz 4.15: Sei X:ZaZ‘i und g[1{ 0,1} fur aleildIN. Esgilt dann
iI=0

n
a) X=p((Zoai2'i )nON)

b) x ist rational < (&) ISt bisauf ein endliches Préfix periodisch, d.h. es gibt
v,w{0,1}* mit (g)=vw®.

Beweisvon 4.15.a

n oom _ m _ m o
Fir m>ngi|t|Za2" -Zaz-' |= ZaZ" < 22-' < 22-' =2n
1I=0 1I=0 i=n+1l i=n+1 i=n+1
n . o0 . n . n _
Alsogilt(ZaZ" Ynon CDef(p). Ferner gilt x= ZaZ" = lim ZaiZ" :p((zaZ" InoN) -
=0 i=0 N-0o0i=p =0

QED.
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Beweis von 4.15.b:

"O": Se (g) periodisch
(a,-)—vw(*’ mit v=vg...v, und W=wj...Ws.
r+s

Mity:= ZVZ' und z:= ZWZ' gilt

i=r+1
r+s r+2s r+3s _
x-Za,Z' —Zaz' + Zaz' —Zv2'+ Zw2'+ ZW2'+ zwiZ" +
i=r+1 i=r+1 i=r+s+1 i=r+2s+1
r+s r+s r+s
:ZviZ' ZW2'0+ ZWZ'S+ ZW2'23+
1=0 =r+1 =r+1 =r+1
r «© r+s 1
- o4 i.s j = i = i =
yu's 3215w y+Zz(2% y+zZ<2% RAETE

Alsoist x rational.
n
"0": Sel xrational, also x= ;. Dann kann esin jedem Schritt des Divisionsalgorithmus nur

m verschiedene Reste geben, ndmlich 0,1,...,m-1. Dann muf3 nach spéatestens m

Schritten des Divisionsalgotithmus ein Rest auftauchen, der schon einmal vorkam. Der

Divisionsalgorithmus muR sich ab dieser Stelle wiederholen. Also ist (a) periodisch. 25
QED.

Beweisvon 4.14: Es soll jetzt jedem p eine Folge q zugeordnet werden, so dal3 p(q) genau
dann irrational ist, wenn Bild(p) unendlich ist. Hierflr wird fir jede Zahl, diein p zum ersten
Mal auftaucht, ein Tellwort von q erzeugt, das den bisherigen Teil der Folge unperiodisch
macht.

Definiere g:IN — IN durch g(n):= z i und f:IN - IN durch f(n):=max{i|g(i)<n}.
i=0

Definiere weiter h:IB - IB durch h(p)(0):=0 und
falls f(n+1)=k und p(k)O{p(0),...,p(k-1)}

h(p)(n+1):=% falls f(n+1)=k und f(n)#f(n+1) und p(k)T{p(0),...,p(k-1)} -
sonst

n
Setze weiter V:IB - B, V(p)(N):=vq (5 p(i)27).
i=0

Dann gilt U(p)=0
O Bild(p) ist unendlich
0 (Bm)(tk=m) p(k)O{p(0),...,p(k-1)}

25 Der Beweis orientiert sich an Beweis in [Niven] Seite 351. Er wird dort zwar fiir die Dezimaldarstellung von
recllen Zahlen gefiihrt, ist aber auch fir die Dualdarstellung glltig.
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O (Om)(Ck=m) 10% kommt in h(p) vor
O h(p) ist nicht periodisch

O p(Voh(p)) istirrational

0 RAToVoh(p)=1

0 NEGoeRAToVoh(p)=0 und

O Bild(p) ist endlich
0 (Cm)(Okzm) p(k)I{p(0).....p(k-1)}
0 (tm)(Tizm) h(p)()=0
O h(p) ist periodisch
O p(Voh(p)) ist rational
0 RAToVoh(p)=0
0 NEGoRAToVoh(p)=1.
DaNEGoRAToVoh total ist und nur die Werte O und 1 annehmen kann, gilt U=NEGoRAToVoh
und somit USoRAT.
QED.

Dichte einer rationalen Folge in IR

Definition 4.16: DICHT:IB - IN sai definiert durch

DICHT(p)::ﬁ ;ilrllzt{vQ(p(n))leN} dichtin IR _

Satz 4.17: DICHT ist C2-stetig, aber nicht C-stetig.
Beweis: Esgilt: DICHT(p)=0 = (Onmk)(0) | pyq - Vo(P()) |<2".

DefiniereV:IB - IB durch
Cenmok 1> falls| o7 - Vo(p()) | < 27!
sonst
Dann gilt DICHT(p)=0 = (On,m,k,1)(d) |% - Vo(p() | = 2!
= V(p)=IN = NoV(p)=0
und DICHT(p)=1 < —~(On,m,k,)() | % - Vo(p()) [ = 2!

= V(p)ZIN = NoV(p)=1, also DICHT<,N. Somit ist DICHT C2-stetig.
Definiere P.IB - IB durch P(p)(0):=0 und

V(p)<n,m,k,l,i>:=
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P(p)(n+1):= EE§§E§ falls p(n+ ) 0{p()lin

Esgilt dann U(p)=0 [ Bild(p) ist unendlich 0 P(p)=IN O DICHToP(p)=0 und
U(p)=1 0 Bild(p) ist endlich O P(p) ist beschrankt

O P(p) enthélt nur die Kodierung endlich vieler rationaler Zahlen [ DICHToP(p)=1.
Also gilt U,DICHT. Somit ist DICHT nicht C-stetig.

QED.
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Kapitel V. C3-stetige Funktionen

In diesem Kapitel sollen Funktionen untersucht werden, die nicht mehr C2-stetig sind, sondern
C3-stetig. Unter diesen Funktionen sind auch welche, die aus der Analysis bekannt sind. Es
wird in den hoheren Klassen immer schwieriger, den Nachwels zu fuhren. Esist im alge-
meinen noch relativ einfach zu zeigen, dal3 eine Funktion CN-stetig ist. Die Hauptschwierigkeit
liegt in dem Beweis, dal3 sie nicht C'1-stetig ist. Zwar haben wir schon, wieich gleich zeigen
werde, fiir jedes nOIN Funktionen, die C™-stetig und nicht C'1-stetig sind, namlich die
Varianten des Halte- und des Selbstanwendbarkeitsproblems fir )(”'1 und Lp”'z. Allerdings sind
diese Funktionen sehr maschinenorientiert. Sie beziehen sich auf die Codierung von Typ-11-
Maschinen. Eswird nicht immer einfach sein, Funktionen eines génzlich anderen Charakters,
z.B. eben solche aus der Analysis, mit diesen ,, Maschinenfunktionen® in Zusammenhang zu
bringen. Fiir C3 ist mir das noch gelungen, aber bei noch héheren Klassen der C-Hierarchie
seheich noch grof3e Probleme.

n

Exkurs Uber die Funktionen K;, Kn, H; und HqJ

Fiir den néchsten Abschnitt benétige ich die Aussage, dald Klt nicht C2-stetig ist. Ich nehme

deshalb zuerst eine Einordnung der Funktionen K;, K" , H; und H[L in die C-Hierarchievor.

Diese Einordnung wurde in [Stein] erst teilweise vorgenommen. Dort wurde bewiesen, dal3

K; und H; héchstens CM1-stetig und K$ und HE héchstens C2-stetig sind. Es soll hier

gezeigt werden, dal3 auch folgendes gilt: K; und H; sind nicht C"-stetig und KSJ und HSJ sind
nicht C"1-stetig.

Satz 5.1: Fir ale nOIN gilt: K; ist nicht C"-stetig.

n
Bewels: Annahme: K; ist C"-stetig. Definieref:IB - IN durch f(p)::%)_fa”S Kx(p):1 fur ale
Ldiv sonst

pUIB. f ist ebenfalls CN-stetig. Es gibt dann ein qJIB mit f:xg. Dann gilt mit diesem q;
f(Q)=0 0 K (a)=1 X () existiert nicht O f(q) existiert nicht

und f(a)=div O KJ(q)=0 [X q(q) existiert 0 f(q) existiert.

Esergibt sich also in beiden Falen ein Widerspruch. Also ist K; mindestens C"1-stetig.
QED.
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Satz 5.2: Fir alle nOIN gilt: HSJ ist nicht C"*1-stetig.

. . 1 . 1 . .
Beweis: Ich zeige, dai3 K;+ szH[L gilt. Da K)r(H nach Satz 5.1 nicht C"*1-stetig ist, kann das

dann auch nicht fir H[L gelten.

DefiniereC:IB - IB durch 6(q)<i,j>:=§ ;g‘n'gti*lﬂ{ q(k) I ksi} | Definiere weiter =218 - 1B

durch Z<p,q>(j)::% falls UX<[[p]]j,(q<0,j>,q<1,j>,...,q<j J>)> existiert
sonst

0 falls es mindestens n Nullen in g gibt

und :IB - 1B durch F(Q)(”)::{div sonst

Esgilt dann xgﬂ(q) existiert = U&oe(q) existiert mit einer stetigen Funktion ©:1B - IB.
Bewels:

n+l -
Xq (0) existiert

- )gTz(q)OCOl]ng(q)(q) exigtiert
= Uy<[m(9)] j,(Eow?u(q)(qko,j>,...,60Lp?T1(q)(q)<j j>)> exidtiert fir unendlich viele|
o £<T(q), Coiny (y(c)> hat umendlich viele Nullen

= [0Z<Ty(q), (_ZOqJ,nTl(q)(q)> existiert

o W <T(0), Coy, (()> exitiert (mit Foz=y, rOIB)
 Uger mp(c)° COUny (o) (O) existiert (9B - IB stetig) 26

= Uger,mp(a)>° U © w?tl(q)(q) existiert (solch ein pOIB existiert, da C stetig ist)

n . .
= Wa<germy()>p.m(o)>(9) existiert 27

° U$<A<9<r,ﬂz(O|)>,p,Ttl(q)>,q> existiert
= Uyoo(q) existiert.
Dabei ist ©:1B B definiert durch ©():=<A<g<rmp(c)>,p.1(0)>,> fir alle qIB.
Hieraus folgt K;ﬂ(q):o
n+l .
= Xq (0 existiert
= Uyoo(q) existiert

26 Ejne solche stetige Funktion g existiert nach dem smn-Theorem [Weihrauch] Seite 359 Satz 16(2c).
27 Die Existenz einer solchen Funktion A:IB — B folgt aus den Bemerkungen zur Komposition von stetigen
Funktionen in [Weihrauch] Seite 359,360.



Kapitel V. C3-stetige Funktionen Seite 64

= Hy99(6)=0

und K;+1(q):1
n+l . .

= Xq (0)existiert nicht

= Uygoo(q) existiert nicht

= Hyo0(g)=1.
Also gilt K)'™"=Hy00 und damit Ky <2Hy,. Also kann Hy, nicht C™*L-stetig sein.
QED.

Satz 5.3: Firr alle nOIN gilt: KSJ ist nicht CM*1-stetig.
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Bewels: Esgilt fur alle nCJIN: H[LSZK[L- Die Behauptung folgt dann direkt aus Satz 5.2.
H[L<p,q>:0

~ Yp(0) existiert

o L|JBOT[1<q,q> existiert

o ljJBOljJr<q,q> existiert (mit Ty=y,, rlIB)

- L|J3<p,r><q’q> existiert 28

= L|J2<g<p,r>,q>(q) existiert (ein stetiges A:IB - IB existiert nach dem smn-Theorem)

o Wpegepys o (A<g<p,r>,g>) existiert

(08 WA <gep,r> (D =WA<geprs.g-(@) fir alle g,q0IB)
o K3J06)<p,q>:0 mit ©<p,g>:=A<g<p,r>,g> fiur ale p,qUIB.

n n n

Anaog gilt H$<p,q>:1 o Kw0®<p,q>=1. Also gilt fur alle nJIN stsz. Somit kann K[L
nicht C"*1-stetig sein.
QED.

Der Vollstandigkeit halber folgt noch der

Satz 5.4: Fiir allenN gilt: Hy ist nicht C™-stetig.

Bewels. Fir ale nIN gilt K;szH;. Denn definiere DUP:IB - IB durch DUP(p):=<p,p>. DUP
ist stetig und es gilt
n
Kx(q)_o
n .
= Xq(0) existiert
= H;<q,q>:0
= H;0DUP(q)=0
und K3 (g)=1
- Xq(a) existiert nicht
n
- H)r§<q,q>_1
o HXODUP(q):l.

28 Die Existenz einer solchen Funktion g:IB - B folgt ebenfalls aus den Bemerkungen zur Komposition von
stetigen Funktionen in [Weihrauch] Seite 359,360.
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Also gilt K;szH;. Wenn nun H; C"-stetig wére, so miifte auch K; C"-stetig sein. Das ist
aber nach Satz 5.1 nicht der Fall. Also ist Hy nicht C"-stefig.
QED.

Konvergente Teilfolgen natlrlicher Zahlen

Nach diesem Exkurs kommen wir nun zu dem eigentlichen Thema dieses Kapitels, zur
Untersuchung C3-stetiger Funktionen. Die erste Funktion testet, ob eine Folge eine
konvergente Tellfolge besitzt.

Definition 5.5: T:IB - { 0,1} sei gegeben durch

n __{OfallseseinekonstanteTeiIfoIgeinpgibt
(P):=1 1 sonst

_H0 falls ([n)(Om)(Lk) k>m und p(k)=n_
sonst

Satz 5.6: T ist C3-stetig.

Beweis: Esgilt fur ale pJIB
T(p)=0 = Esgibt eine konstante Teilfolgeinp
(th) L(p)(n)=0

= =(tn) L(p)(n)z0

= =(0n) INVoL (p)(n)=0

= = QoINVoL (p)=0

= QoINVoL (p)=1

= NEGoQoINVoL (p)=0 und
T(p)=1 = Esgibt keine konstante Teilfolgein p
(0n) L(p)(n)#0

= (On) INVoL (p)(n)=0

= QOoINVoL (p)=0

= NEGoQoINVoL (p)=1.
Esgilt dlso T=ENEGoQoINVoL, asoist T C3-stetig.
QED.

8

8

Satz 5.7: T ist nicht C2-stetig.
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Beweis: Es sall Ki <oT bewiesen werden. Da Ki nach Satz 5.3 nicht C2-stetig ist, folgt dann

die Behauptung. Ich werde genauer bewei sen:

Pp20CoPp1<py,p2> existiert = NEG o T o "<<py,pp>, C' 0 '<py,p>>=0 und
Pp20CoYp <p1,p2> existiert nicht = NEG o T o ("'<<py,p2>, C' o P'<py,p2>>=1 mit
geeigneten stetigen Funktionen g", C' und '. Die Beweisidee besteht darin, die Funktionen
Wp2, C und Yp; durch stetige Funktionen ", C' und ' zu ersetzen, die die
Originalfunktionen simulieren. Es soll dann gezeigt werden, dal3 Yp,0Colp1<pi,p2>(i) genau
dann existiert, wenn <i,0> in "'<<py,p2>, C' o P'<py,p2>> nicht unendlich oft vorkommt.
Pp20Copy<p1,p2> Wird aso genau dann existieren, wenn es keine konstante unendliche
Teilfolge von "<<pq,p2>, C' o P'<p;,p2>> gibt.

Nun zum formalen Teil des Beweises;
Definiere Y':IB - IB durch

P'<py,pa><n,t>:= _qJ<[[pt1]]t,|I<p1,p2>I|t>(n),fallsexistent ,
sons

Definiere weiter C':IB - IB durch

Clapei >:=P fals +10(a(K) [ ksi}

Y'":1B - IB wird definiert durch

" 5= ki t> falls Uy<[po]l1,(9<0,t>,...,q<t,t>)>(i) existiert
<< y >’ >< 1t>— ! t ’ 1ty ’ .
Pr<<p,p2>,g><I EFI,0> sonst W

", C' und ' sind stetige Funktionen. Es gilt: K$<p1,p2> nimmt nur die Werte O und 1 an.
Weiter gilt fur alle pg,p0IB
Ki<p1,p2>:0 0 Pp,0Copp, <p1,p2> existiert
0 quZOCOlijl<p1,p2>(n) exigtiert fur alle nJIN
0 Yp,0Co'<py,p>(n) existiert fr ale nIN,
denn fir alle <p1,p>>0IB gilt
Bild(Wp,<p1.p2>)/{ 0} =Bild(y'<py,p2>)/{ O}
O fur alle nOJIN gibt es nur endlich viele t mit
P"<<p1,p2>, C' 0 Y'<py,p2>><n,t>=<n,0>
O Y"<<py,p2>, C' o P'<py,p>> besitzt keine konvergente Teilfolge
O Toy"<<py,pz>, C oyg'<py,pz>>=1
O NEGoT o '"<<pq,p2>, C o'<pg,p2>>=0 und
K$<p1,p2>:1 0 Wp,0Copp, <p1,po> existiert nicht
0 Wp,0Coyy, <p1,pz>(n)=div fur ein nCIN
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0 p,0Cop'<py,p>(n)=div fir ein nIN,
denn fur alle <pq,p>>0IB gilt
Bild(Wp,<p1.p2>)/{ 0} =Bild(y'<py,p2>)/{ O}
0 esgibt ein nJIN, so dal3 esunendlich vielet gibt mit
P"<<p1,p2>, C' 0 Y'<py,p2>><n,t>=<n,0>

O Y"<<pyg,p2>, C' o P'<py,p2>> besitzt eine konvergente Teilfolge

O To"<<py,pz>, C o'<pg,p>>=0

0 NEGoT o y"<<py,pz>, C' o Y'<py,p>>=1.

1 . . o .
Alsoist K, reduzierbar auf T. T ist somit nicht C2-gtetig.

QED.
Die Funktion T kann benutzt werden, um weitere Funktionen e nzuordnen.
Konvergente Folgen rationaler Zahlen

Die néchste Funktion testet, ob eine Folge von rationalen Zahlen konvergiert.

Definition 5.8: Sei QKON:IB - {0,1} definiert durch

QKON(p): =0 fsijllsst(VQ(p(”)))nDIN konvergiert iy gje prIB.

Satz 5.9: T<oQKON.

Beweis: Sei plJIB eine beliebige Folge. Wenn es keine konstante Teilfolge von p gibt, dann

1
divergiert p bestimmt gegen unendlich. Dann konvergiert (W)”D'N gegen 0. Andernfalls

1
divergiert (W)nDN oder konvergiert gegen einen anderen Wert.

Definiere Q:IB - IB durch Q(p)(n):=<1,0,p(n)+1> und DIV:IB - IB durch DIV (p)(2-n):=p(n)

und DIV (p)(2:n+1):=n. Q und DIV sind stetig. Es gilt
T(p)=1 = (p(r,l)Jrl)nDN konvergiert gegen 0

= Vo(Q(p)) konvergiert gegen 0

= Vo(QeDIV(p)) konvergiert

= QKONoQoDIV(p)=0

= NEGoQKONoQoDIV (p)=1 und

1
T(P)=0 = (pn)+Dnon konvergiert nicht gegen 0
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= Vo(Q(p)) konvergiert nicht gegen O

= V(QoDIV(p)) konvergiert nicht

- QKONoQoDIV(p)=1

« NEG0oQK ONoQoDIV (p)=0.
Also folgt T=NEGoQK ONoQoDIV, also T<oQKON.
QED.

Satz 5.10: QKONS<,T.

Beweis:
(Vo(P(M))non konvergiert
= (ON(M)([Em>n) |vo(p(n)) - volp(m)) | < 2.
Also gilt (vo(p(n)))non konvergiert nicht
= (@)(On)(Em>n) [vg(p(n)) - vop(m) |2 2.
Definiere V:IB — IB durch
H falls m>nund [ vo(p(n)) - vo(p(m)) | = 2-'und

V(p)<nm>:=0 (O<|,n,k> < <l,n,m>) V(p)<I,n,k>#l
[,n,m> sonst

Esqilt fur alle pCiB
QKON(p)=1
O (vo(P(n))non konvergiert nicht
0 (@)(@En)(m>n) | ve(p(n) - volp(m) |2 2
O esgibt ein TN, dasin V(p) unendlich oft vorkommt
0 ToV(p)=0
0 NEGoToV(p)=1und
QKON(p)=0
0 (va(P(M)now konvergiert
0 (@@ (OEm>n) [ve(p(n)) - volp(m) | < 2
O esgibt kein ITIN, dasin V(p) unendlich oft vorkommt
O ToV(p)=1
0 NEGoToV (p)=0.
Also gilt QKON=NEGoToV und damit QK ON<,T.
QED.

QKON ist also C3-stetig, aber nicht C2-stetig.
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Konvergente Teilfolgen rationaler Zahlen

Da das Konvergenzproblem fir natiirliche Zahlen C2-stetig ist und das zugehdrige Problem, ob
eine konvergente Teilfolge existiert, C3-stetig, konnte man aus der Tatsache, dal3 das
Konvergenzproblem fiir rationale Zahlen C3-stetig ist, darauf schlief3en, dal? das dazu
gehorende Teilfolgenproblem C4-stetig sein miifte. Das ist aber nicht der Fall.

Definition 5.11: Sei TQKON:IB - {0,1} definiert durch

TQKON(p)::% fs?)I:]Z t(vQ(p(n)))nmN hat eine konvergente Teilfolge
00 falls (Cn)(0m) (Ok)(C>k) vo(n)<vo(p(i))sve(m)
sonst

Diese Identitét ist richtig, da eine rationale Folge genau dann eine konvergente Teilfolge besitzt,
wenn es ein beschranktes Intervall gibt, in dem unendlich viele Folgenglieder liegen. Diese
Aussage ist eine Folgerung aus dem Satz von Bolzano-Weierstrali.

Satz 5.12: QKON<,TQKON.

Beweis: Im Beweis von Satz 5.10 ist schon gezeigt worden, dal? QK ON=NEGoToV gilt. Man
kann jetzt VV(p) durch eine weitere Funktion QN so umformen, dal3 vo(QNoV (p(n)))UIN fir
jedes n erfillt ist. Dann &3 sich der Beweis leicht auf TQKON Ubertragen.
Definiere hierzu die Funktion QN:IB - IB durch QN(q)(i):=<<n,m,k>,0,0>, falls
q(i)=<n,m,k>. Es gilt dann fur alle iJIN vo(QN(p)(i)):=p(i), denn aus p(i)=<n,m,k> folgt
QN(p)(i)=<<n,m,k>,0,0>, also Vo(QN(p)(i))=vg<<n,m,k>,0,0>=<n,m,k>=p(i).
Damit gilt QKON(p)=1

= ToV(p)=0 (Beweis von Satz 5.10)

= TQKON©oQNoV (p)=0 (wegen vo(QNoV (p)(i))=V (p)(i) fur alleillIN)

= NEGoTQKONoQNoV(p)=1 und
ToV(p)=1 (Beweisvon Satz 5.10)
TQKONOoQNoV (p)=1 (wegen vo(QNoV (p)(i))=V (p)(i) fur alleilIN)

= NEGoTQKONoQNO©oV (p)=0.
Also gilt QKON<2TQKON.
QED.

8

QKON(p)=0

8

Satz 5.13: TQKON<2QKON.
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1
Beweis: Sal h:IB - IB definiert durch h(p)(n):= 7|v ()1 und DIV2:IB - IB durch
Q

DIV2(p)(2:n):=p(n) und DIV2(p)(2:n+1):=<n,0,0>.
Definiere KEHRW:IB - IB durch KEHRW(p)(i):=<k+1,0,|n-m|+k> fur p(i)=<n,m,k>.
Esgilt dann h(p)(l)—vQ(KEHRW(p(l))) fur aleillIN, denn fir p(l) <n,m,k> gilt

k+1
k+1
1 1 1 .
=~ In-m| - =h(p(i)).

o1 *1 [jel +1 " vgsnmkel+1 T ug(piy|+1

Fur ale pUIB gilt dann
TQKON(p)=1 = Esgibt keine konvergente Teilfolge in (vo(P(N)))non
= [vg(p(n))| konvergiert bestimmt gegen oo
1

—— konvergiert en0
Vo)1 Jernt g

= h(p) konvergiert gegen O

= Vo(KEHRW(p(n)))non konvergiert gegen O

= Vo(KEHRWoDIV2(p(n)))non konvergiert gegen O

= QKONoKEHRW©oDIV2(p)=0

= NEGoQKONoKEHRWoDIV2(p)=1 und
TQKON(p)=0 = Esgibt eine konvergente Teilfolgein (vo(p(N))non

- |vQ(p(n£)| konvergiert nicht bestimmt gegen oo

s ——— konvergiert nicht en0
Vo)1 J 9

= h(p) konvergiert nicht gegen O
= Vo(KEHRW(p(n)))non konvergiert nicht gegen 0
= Vo(KEHRWoDIV2(p(Nn)))non konvergiert nicht gegen 0
= QKONoKEHRWODIV2(p)=1
= NEGoQKONOoKEHRWoDIV2(p)=0.
Also gilt TQKON<2QKON.
QED.

Das Vorhandensein einer rationalen konvergenten Teilfolge ist also genauso schwer zu
bestimmen wie die Konvergenz der Folge.

Konvergente Folgen reeller Zahlen

Auch das Konvergenzproblem fiir reelle Zahlen ist C3-stetig:
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Definition 5.14: RKON:IB - {0,1} sei definiert durch

RKON<pn>n;:§ fsilr']zt(P(pn))nmlN konvergiert

Satz 5.15: QKON<,RKON.

Beweis: Eine Folge von reellen Zahlen wird représentiert durch eine Folge <p,>,, mit
<p,>n<n,i>:=py(i). Definiere QR:IB - IB durch QR(p)<n,i>:=p(n). Die Folge p von rationalen
Zahlen wird durch QR in eine Folge von konstanten Folgen tibersetzt. Es gilt dann
QKON(p)=0 = (vo(p(n))non konvergiert = RKONoQR=0 und

QKON(p)=1 = (vo(p(n))non konvergiert nicht = RKONoQR=1.

Also folgt QKON<2RKON.

QED.

Satz 5.16: RKON<,QKON.

Bewels: Ich beweise zunachst: (p(pn))non konvergiert genau dann, wenn (Vo(p<n,n>))noN
konvergiert.
(P(Pn))non konvergiert
O (Ok)(Cmzk)(Onzm) | p(p,)-p(pr) | < 27
0 (OK)(Cmk)(Onzm) | p(py)-p(Pr) | < 27K und | v(p<n,n>)-p(py) | < 2
und | p(pp)-Vo(p<m,m>) | < 2%
0 (OK)(Cm=k)(Dn=m) [o(py)-P(Pm)*+Vo(P<N,n>)-p(Pn)+P(Pm)-Vo(p<m,m>)|<3-27K
O (OK)(Cmzk)(Onzm) | vo(p<n,n>)-vg(p<mm>) | < 3.2
0 (vo(p<n,n>))non konvergiert.
(Vo(p<n,n>))noN konvergiert
O (OK)(Cmzk)(Onzm) | vo(p<n,n>)-vo(p<mm>) | < 27
O (OK)(Cmzk)(Onzm) | vo(p<n,n>)-vo(p<mm>) | < 27
und | p(p,)-vo(p<n,n>) | < 27K und | v(p<m,m>)-p(py) | < 2%
O (Ok)(Cm=k)(On=m)
[VQ(P<N,N>)-Vo(P<M,M>)+p(pp) -V o(P<N,N>)+V o (P<M,M>)-p(ppy) [<3-27K
O (Ok)(Om=k)(On=m) | p(p)-p(Pm) | < 32
0 (p(Pn))now konvergiert.

Sel p:=<p,>,,- Definiere DIA:IB - IB durch DIA(g)(n):=g<n,n>. DIA ist stetig. Es gilt
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RKON(p)=0
= (P(Pn))noN konvergiert
= (Vo(p<n,n>))op konvergiert
= QKONOoDIA(p)=0und
RKON(p)=1
< (P(Pp))noN Konvergiert nicht
= (Vo(p<n,n>))non konvergiert nicht
= QKONODIA(p)=1.
Also gilt RKON<2QKON.
QED.
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Konvergente Teilfolgen reeller Zahlen
Das Teilfolgenproblem 1803t sich ebenfalls auf die reellen Zahlen Ubertragen und einordnen.

Definition 5.17: Sei TRKON:IB - {0,1} definiert durch
TRKON <pn>n::§ falls (p(pn))noin €ine konvergente Teilfolge besitzt

sonst
Satz 5.18: TQKON<,TRKON.

Beweis: Eine Folge von reellen Zahlen wird représentiert durch eine Folge <p,>,, mit
<p,>n<n,i>:=py(i). Definiere wie beim Beweis von Satz 5.15 QR:IB - IB durch
QR(p)<n,i>:=p(n). Die Folge p von rationalen Zahlen wird durch QR in eine Folge von
konstanten Folgen Ubersetzt. Es gilt dann
TQKON(p)=0

= (Vo(p(n)))non besitzt eine konvergente Teilfolge

= (P(QR(P)))nmN besitzt eine konvergente Teilfolge

= TRKONO°QR(p)=0 und
TQKON(p)=1

O (vo(p())non besitzt keine konvergente Teilfolge

= (P(QR(P)))noN besitzt keine konvergente Teilfolge

0 TRKONoQR(p)=1.
Also folgt TQKON<>TRKON.
QED.

Satz 5.19: TRKON<2TQKON.

Beweis: Ich beweise zunéchst: (p(p,))non Pesitzt eine konvergente Tellfolge genau dann,
wenn (Vo(p<n,n>))non eine konvergente Teilfolge besitzt.
(P(Pp))noN besitzt eine konvergente Tellfolge
O (Ek)(Om) far unendlich viele n liegt p(p,,) im Intervall [k,m]
0 (Ck)(Em) fur unendlich viele nliegt vo(p<n,n>) im Intervall [k-1,m+1]
0 (vo(p<n,n>))noN besitzt eine konvergente Teilfolge.
(Vo(P<n,n>))nonN besitzt eine konvergente Teilfolge
0 (Ek)(tm) fur unendlich viele n liegt vo(p<n,n>) im Intervall [k,m]
O (Ek)(Om) far unendlich viele n liegt p(p,) im Intervall [k-1,m+1]
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O (P(Pn)non besitzt eine konvergente Teilfol ge.

Sel p:=<p,>,- Definiere DIA:IB - IB durch DIA(g)(n):=g<n,n>. DIA ist stetig. Es gilt
TRKON(p)=0
< (P(Pn))noN besitzt eine konvergente Teilfolge
= (Vo(P<n,n>))noN besitzt eine konvergente Teilfolge
- TQKON©DIA(p)=0 und
TRKON(p)=1
< (P(Pn))noN besitzt keine konvergente Tellfolge
= (Vo(P<n,n>))nonN besitzt keine konvergente Teilfolge
- TQKONODIA(p)=1.
Also gilt TRKON<>TQKON.
QED.
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Kapitel VI. C®-stetige Funktionen

Die Untersuchung der C-Hierarchie legt die Frage nahe, ob es unstetige Funktionen gibt, die
sich in die C-Hierarchie nicht einordnen lassen, und ob man Funktionenklassen oberhalb dieser
Hierarchie definieren kann. Die Klassen der C-Hierarchie wurden Uber die Anzahl der Abfragen
des C-Orakels definiert. Sind n Abfragen des Orakels nétig, um die Funktion f zu berechnen,
soist f Ch-stetig. Wenn man Uber die C-Hierarchie hinauskommen will, so miifte man beliebig
viele Abfragen des C-Orakels zulassen.

Definition 6.1: Eine Funktion T":IB — IB (I":IB - IN) heif3t C*®-stetig, gdw. es stetige Funktionen
A:B - IB (A:IB - IN) und B,B;:IB - IB, i=1, und zu jedem pJIB ein nOIN gibt mit
I (p)=AoCoB0Co...0CoB 0B (p).

Esist wichtig, dal3in dieser Definition die Anzahl der verwendeten Funktionen von p abhangt.
Aulerdem sind die Funktionen A,B,B1,B5,Bs... fest gewahlt. IThre Wahl hangt nur von I ab

und nicht von p oder n. Die Funktion B dient einer Vorverarbeitung des Arguments. Ohne
solch eine Funktion wirden sich die Beweise unnétig komplizieren.

Beispiele fir C®-stetige Funktionen lassen sich recht leicht durch Rickgriff auf die schon

bekannten Funktionen H;, HEJ, K; und K& konstruieren:

Definition 6.2: Die Funktionen H;o, H:Jo, K;o, K:JO:IB -{0,1} werden definiert durch

8

n

H <n,p.o>:=H,<p,q>,

H “<npg>:=Hy<p.q>,

8€ 8>

K <n,p>i=K;(p) und

8><

K “<np>:=K(p)

€

far alendJIN und p,qUIB.

(0]
Satz 6.3: Fur alle mOIN gilt KX ist nicht CM-gtetig.
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Bewels: Annahme: K;o ist CM-stetig fir ein mOIN .
Sel P:IB - IB definiert durch P(p):=<m,p>. Dann ist auch K:OP CM-gtetig. Definiere K durch

[00)
K(p)::% falls K" oP(p)=1
Iv sonst

Es gibt dann ein qOJIB mit K:x;n.
Esfolgt fur diese Folge g

8

K(q) ex. = K oP(g=1

8><

= K <m,g>=1

>

K" (6)=
= K, (9=1

= Xq(@)=div
= K(q)=div.

[00]
Diesist ein Widerspruch. Also ist KX nicht CM-stetig.
QED.

[00] [o0] [00]
Satz 6.4: Auch die Funktionen HX : HLLI und Kq; sind fur kein mOIN CM-stetig.
Bewels. Der Bewels verlauft analog.

Als néchstes méchte ich bewelsen, dal3 K;o C®-gtetig ist. Dafur brauche ich einige Definitionen

und Hilfssétze. Der Satz ist zwar einleuchtend, aber sein Beweis erfordert leider einiges an
Schreibarbeit.

Definition 6.5: Sei CAR:IB - IN definiert durch CAR<n,p>:=n fur alle pJB und nIN.
CDR:IB - IB sei gegeben durch CDR<n,p>:=p fir alle plJIB und nJIN .

Hilfssatz 6.6: Es gibt zwel stetige Funktionen CO:IB - IB und DE:IB - IB mit der Eigenschaft
DEoCoCQo<n,<p,g>>=<n,<p,C(q)>> fur ale p,q0IB und nIN.

Beweis Definiere CO durch CO __2<n,p(n)>+1 falls n=0 oder n ungerade
eweis: Definiere urc (p)(n)'_&TIZCDR(p(n))Q sonst
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und DE durch

DE(q)(n):zE'”Z(min{ i|i gerade und q(i)=0 und 1y (i/2)=n}/2) falls n=0 oder n ungerade
g(n+1) sonst

DE kann auch divergieren.
Es gilt dann DEoCoCO<n,<p,g>>=<n,<p,C(q)>> fur alle p,q0IB und nCIN.
Denn fir k=0 oder k ungerade gilt
DEoCoCQOo<n,<p,g>>(k)=m
< Th(min{i|i gerade und CoCO<n,<p,g>>(i)=0 und 1(i/2)=k}/2)=m
< Th(min{i|i gerade und ([j) CO<n,<p,o>>(j)=i+1 und 113(i/2)=k}/2)=m
= Th(min{i|i gerade und (0j) 2<j,<n,<p,>>(j)>+1=i+1 und 11y(i/2)=k}/2)=m
= T(min{i| (0) 2<j,<n,<p,g>>(j)>+1=i+1 und 1y (i/2)=k}/2)=m
= T(min{i| (0) 2<j,<n,<p,g>>(j)>+1=i+1 und j=k}/2)=m
= T(min{i| 2<k,<n,<p,q>>(k)>+1=i+1}/2)=m
= Th(min{i| 2<k,<n,<p,g>>(k)>=i}/2)=m
= T(2<k,<n,<p,q>>(k)>/2)=m
= <n,<p,g>>(k)=m
= <n,<p,C(q)>>(k)=m, well die Elemente von C(q) an den Stellen 2,4,6,... Sitzen.
Fur k>0 und k gerade gilt
DEoCoCQOo<n,<p,o>>(k)=0
= CoCOo<n,<p,q>>(k+1)=0
= (0J) COo<n,<p,g>>(j)=k+2
= (0) 2q()+2=k+2
= (0) a()=k/2
= C(g)(k/2-1)=0
< <n,<p,Co(q)>>(k)=0 und
DEoCoCOo<n,<p,>>(k)=1
= CoCOo<n,<p,g>>(k+1)=1
= =(C]) COo<n,<p,g>>(j)=k+2
= =(0) 2q(j)+2=k+2
= =(0) q()=k/2
= C(g)(k/2-1)=1
= <n,<p,Co(q)>>(k)=1.
QED.

Definition 6.7: Definiere fy:IB — IN durch
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Hul<11,0CDR, 1,0CDR>(q) falls CAR(Q)=0

HJy <T0119CDR, Tp0CDR>0DE(() sonst

und fir n>0 f,:IB - IB durch

f (q)__él)OO<CAR,<n10CDR,U8J<1T1”+10CDR,HZOCDR>>>(q) falls CAR(Q)=n
n Pl .
@OCKCAR,<n100DR,U8J<n20n1”+10CDR,T[ZOCDR>>>0DE(q) sonst

Hilfssatz 6.8: Fur alle n=0 und fir alle i mit O<i<n+1 und p,q,rtJIB gilt
n+1

fjoCo...oCof . 1<n+1,<<p,g>,r>>=COo<n+1,<<p,g>,U W _|<n1i'1(p),r>>>_

Beweis: Der Beweis erfolgt durch vollstandige I nduktion.
Induktionsanfang (i=n+1):

fhe1<n+1,<<p,g>r>>

0
=CO0<CAR,<m0CDR, U <1y "20CDR,TpeCDR>>> <n+1,<<p,g>,r>>

:COO<n+1,<<p,q>,U3J<T[1”(p),r>>>
Induktionsschluf3 (i —i-1, aber i-1>0):

fj_10Cof;0Co...0Cof ,, 1<n+1,<<p,g>,r>>
n+1

=f;.10C0CO0<N+1,<<p,q>,U, " <ry*}(p),r>>> (nach Induktionsvoraussetzung)

0 .
=COc<CA R,<nloCDR,Uw<n20n1'oCDR,n20CD R>>>0DE

n+1-i i-1
0oCoCQo<n+1,<<p,q>,U W <m (p),r>>>

=CO0<CA R,<n10CDR,U8J<n20n1i0CDR,n20CD R>>>

n+1-i i1
<n+1,<<p,q>,CoUlIJ <my'"H(p),r>>>
nach Hilfssatz 6.6
_ 0 i-2 n+1-i i-1
=CO0<n+1,<<p,¢>,U,, <1y 2(p),CoU,, — <myiY(p) r>>>>
:C00<n+1,<<p,q>,U$2_I<ﬂ1i'2(p),r>>> 29

n+1-(i-1)

=COo<n+1,<<p,>,U, <y (-D-1(p) r>>>

QED.
Hilfssatz 6.9: Esgilt U;(p):f00C0f10C0...OCOfn<n,p> fur ale pUIB und nJIN .

Beweis: Der Beweis erfolgt durch Fallunterscheidung.

29 Vergleiche mit C-utm-Theorem Satz 9 [Stein] Seite 61,62.
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1. Fall (n=0):
f4<0,p>=U <1y 0CDR, T,0CDR><0,p>=U1 <1 (), T(p)>=U5 ().
2. Fal (n=m+1, m=0):
fgoCof,0Co...0Cof , <n,<<p,q>,r>>
=fyoCof 10Co...0Cof 11 <M+1,<<p,q>,r>>
:fOoCoCOO<m+1,<<p,q>,U$<p,r>>> (nach Satz 6.8)
:U§<T[20T[10CDR,T[20CDR>ODE0C0C00<m+l,<<p,q>,U$<p,r>>>
:U2<n20r[loCDR,nzoCDR><m+1,<<p,q>,C0U$<p,r>>> (nach Hilfssatz 6.6)
0 m
:Ua(<q,CquJ<p,r>>
m
=Xg°CoW, (1)
_.m+l
=X<p,q>(")
—Um+1<< > r>
- X p;q I
n
:UX<<p,q>,r>_
QED.

Stz 6.10: K:’ ist C-stetig.

n ..
Beweis: Esgilt firr alle nOIN und pCJIB Ko°<n,p>=K;(p)=Ep falls X p(p) existiert
X [l sonst

—FD falls Uj<p,p> existiert
[1 sonst

Nach Satz 6.9 gilt U;<p,p>:f00C0f10C0...OCOfn<n,<p,p>>. Definiere Z:IB - IB durch

Z(q)(t)::% falls fo ([ally) existiert fgy gle IR und tOIN. Definiere weiter I8 — IN durch

sonst
r(Q):={ f Lg‘r',;‘“o)zo fir alle qdIB und B:IB - IB durch B<n,p>:=<n,<p,p>> fiir ale pOIB
und nOJIN .

[o0]
Esgilt dann KX <n,p>=[oCoZoCof,0Co...0Cof ,oB<n,p>. Denn
(00)
K <n,p>=0
X

n
< Kx(p)_o

n L.
= Xp(p) existiert

n .
- UX<p,p> existiert
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& fpoCof40Co...0Cof .<n,<p,p>> existiert
= fgoCof,0Co...0Cof ,0B<n,p> existiert
< (@) fo([ Cof10Co...0Cof 0B<n,p>]);) existiert
& () ZoCof40Co...0Cof oB<n,p>(t)=1
& CozoCof10Co...0Cof ,0B<n,p>(0)=0
& [[0CoxoCof40Co...0Cof ,0B<n,p>=0 und
o —

KX <n,p>=1
= Ky(p)=1
o xg(p) existiert nicht
o U;<p,p> existiert nicht
& fgoCof40Co...0Cof ,<n,<p,p>> existiert nicht
& foCof410Co...0Cof ;0B<n,p> existiert nicht
o =([) fo([Cof10Co...0Cof oB<n,p>];) exitiert
< =(0r) ZoCof10Co...0Cof oB<n,p>(t)=1
& CoxoCof 10Co...0Cof oB<n,p>(0)=1
< [0CoxoCof 10Co...0Cof ,0B<n,p>=1.

(0]
Esgilt also KX <n,p>=[ oCoZoCof ;0Co...0Cof ,oB<n,p> fur alle nLJIN und pUIB. Hierbei sind

die Funktionen I',Z,B,f1,f,f3,f4,... festgewdhlt. Also ist K;o C*-stetig.
QED.

Es |4t sich analog beweisen, daR K:j, H:’ und H: C®-stetig sind.
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Kapitel VII. C-Hierarchie und Préadikatenlogik

Im letzten Kapitel mochte ich eine pradikatenl ogische Beschreibung der Funktionen der C-
Hierarchie in Angriff nehmen. Ich habe schon an mehreren Stellen die Definitionen von
unstetigen Funktionen duch prédikatenl ogische Ausdriicke erganzt. Dabel wird deutlich, dafl3
schwierigere Funktionen die Verwendung einer groferen Anzahl von Quantoren erfordern. Ich
gebe hier noch eéinmal einige Beispiele:

Q(p)::ﬁ ;glrllz(mn) P(N=0 jg 0-gtetig und die Definition enthalt einen Allquantor.

C(p)(n):=L gr'étnﬂ Mp =0 fsg‘r'ét(m) P(M)=n+1 4 c-getig und die Beschreibung enthélt

einen Existenzquantor.
Allerdingsist der Funktionswert von C eine Folge im Unterschied zu Q.

KON(p):=2 Talls (P)n konvergiert _o falls (1. k)(Cm>1) p(m)=k jg c2.

sonst sonst Stetig, zwel

Quantoren.

_J Ofallseseine konstante Teilfolge in p gibt
T(p)"{l sonst

-0 falls (Cr)(Im)(TK) k>m und pO9=N i 2 steti,chl Quentoren
son

Ich méchte im folgenden diese Regel maliigkeiten untersuchen. Dabei drangt sich der Gedanke
an die Kleene-Hierarchie auf, in der nicht berechenbare Funktionen der Typ-1-Theorie nach
Schwierigkeit klassifiziert werden. Eine ahnliche Vollsténdigkeit wird aber hier noch nicht
erreicht.

Satz 7.1: Gilt f(p)(n)=tP falls (HmM) P(P.n.M) tiir qje pOIB und NOIN mit einem rekursiven
Al sonst

Pradikat P, soist f C-stetig.

0 falls P(p,n,m)
n+1 sonst

Beweis: Sei g1:1B - IB definiert durch g4(p)<n,m>:=
f(P)N)=0 < (Om) P(p,n,m)

= (Om) gy(p)<n,m>=0

= Cogy(p)(n)=1

< INVoCog4(p)(n)=0 und
fP)n)=1 < (Om) =P(p,n,m)

= (Om) gy(p)<nm>=n+1

. Dann gilt
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= Cog;(p)(n)=0

= INVoCog,(p)(n)=1.
Dag; und INV stetig sind, ist f C-stetig.
QED.

Satz 7.2: Gilt f(p)(n)=tP fall's (EM) P(p.n.mM) ¢ 4je prIB und nOIN mit einem rekursiven
%— sonst

Pradikat P, so ist f C-stetig.

Beweis: Sei g:IB - IB definiert durch go(p)<n,m>:= On;rolnfs?lls P(p.nm) . Dann gilt

f(p)(N)=0 = (Om) P(p,n,m)
= (0Om) gy(p)<nm>=n+1
= Cogy(p)(n)=0 und
f(p)(N)=1 = (Om) -P(p,n,m)
= =(0m) go(p)<n,m>=0
= Cogy(p)(n)=1.
Dag, stetigist, ist f C-stetig.

QED.
Satz 7.3: Gilt

f(p)(m)=P falls (BNn)(a)...(QN) P(P.NM:Na---1W) fi e priB und nTIN
oder

f(p)(n)=cP ;glrlét(ﬂnl)(ﬂnz)---(an) P(P,n.N1,N2,--k) fiir alle pOIB und nOIN

mit einem rekursiven Prédikat P, wobel Q der Existenz- oder der Allquantor ist, soist f:IB — IB
eine CK-stetige Funktion.

Bewels. Der Beweis erfolgt durch Induktion.
Induktionsanfang (k=1): Dieser Fall entspricht Satz 7.1 bzw. Satz 7.2.
Induktionsschlufd (k — k+1):

1. Fall: f(p)(n):% ;i'rlét(mn1)(512)---(an+1) P(p.n,n1,N2,-Mk+1) | Definiere g:IB - IB

durch g(p)<n,n1>::E0 fallst(DnZ)...(an+1) P(p,n,N1,N2,....Nk+1)  Nach
sons

Induktionsvoraussetzung ist g CK-stetig. Definiere hy:IB — IB durch

m+1 falls g<n,n;>=1
M(@<nN>=4 sonst A
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Esgilt dann
f(p)(n)=0 < (Ong)(0ny)...(QNk41) P(p.N,N1,N,...NK41)
< (0ny) g(p)<n,n>=0
= =(hy) —g(p)<n,ny>=0
= =(thy) g(p)<n,n;>=1
= =(Chy) hyog(p)<n,ny>=n+1
= =Cohyog(p)(n)=0
< INVoCoh,og(p)(n)=0 und
f(p)(n)=1 = =(0ng)(0Ny)...(QANK+1) P(p,N,N1,N3,....NK41)
< =(0n1) g(p)<n,n;>=0
< (Ohg) =g(p)<n,n;>=0
= (Ohy) g(p)<n,n>=1
= (Ohy) hyog(p)<n,ny>=n+1
= Coh,0g(p)(n)=0
< INVoCoh,og(p)(n)=1.
Dah; und INV stetig sind, ist f C<*1-stetig.

2. Fall: f(p)(n)=0 2?)':];(5“1)@”2)---(an+1) P(p.n,n1,N2,-Mk+1)  Definiere g:IB - IB

durch g(p)<n,n1>:=E0 fallst(DnZ)...(an+1) P(p,n,N1,N2,...Nk+1)  Nach
sons

Induktionsvoraussetzung ist g CK-stetig. Definiere h,:IB — IB durch
m+1 falls g<n,n;>=0

hz(q)<n,n1>::Eb sonst
Esgilt dann
f(p)(n)=0 = (hy)(Eny)...(QANk+1) P(P.NN1.N2,....Nk+1)

= ([hy) 9(p)<n,n;>=0
= (Ohy) hyog(p)<n,ny>=n+1
= Cohyog(p)(n)=0 und
f(p)(n)=1 = (M) (Eny)...(QANk+1) P(P,N,N1,N2,...,Nk41)
= =([hy) 9(p)<n,n>=0
= =(Chy) hyog(p)<n,ny>=n+1
= Cohyog(p)(n)=1.
Dah, stetig ist, ist f Ck*1-stetig.
QED.
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Hiermit ist gezeigt, dald man totale { 0,1} -wertige Funktionen, die durch n Quantoren definiert
werden, durch n-fache Anwendung von C beschreiben kann. Es stellt sich die Frage, ob man
umgekehrt C"-stetige Funktionen auch immer mit n Quantoren ausdriicken kann. Dem stellen
sich Hindernisse in den Weg. Man betrachte beispielsweise die Funktion f:IB - { 0,1} , definiert
durch

f(p).:EO falls [p(0)=0 und (Ci)p(i+1)=0] oder [p(0)=1 und ([1)p(i+1)%0]
"L sonst '

fist nicht nur C-stetig, sondern sogar Q-stetig. Denn es gilt f(p)=A<p,Q0B(p)> mit

A<p,i>= 1O;‘Oarlll';[p(O):O und i=0] oder [p(0)=1 und i=1] und B(g)(n):=q(n+1).

Es scheint aber nicht moglich, den in der Definition auftretenden Existenz- und Allquantor in
Form eines Quantoren an den Anfang des Prédikats zu ziehen.

Ich lasse dieses Problem hier offen. Jedenfallsist klar geworden, warum einige der bisher
definierten Funktionen, die mit n Quantoren beschrieben werden konnten, CN-stetig sein
muf3ten.
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Zusammenfassung

Ich méchte zum Schlul? dieser Arbeit die wichtigsten Ergebnisse zusammenfassen und mit der
Formulierung einiger noch ungel 6ster Probleme und neuer Fragen schlief3en.

Aus dem Komplex von regllen Funktionen und damit zusammenhangender Fragen sind vor
allem folgende Ergebnisse erzielt worden:

1) Auch die hoheren Ableitungen sind C-stetig.

2) Die Feststellung, ob eine Zahl rational oder reell ist, ist C2-stetig.

3) Die Feststellung, ob eine rationale Folge dicht in IR liegt, ist C2-stetig.

4) Die Bestimmung der Konvergenz und des Grenzwertes einer rationalen oder reellen Folge ist
C3-stetig.

5) Die Feststellung, ob eine konvergente Teilfolge elner rationalen oder reellen Folge existiert,
ist C3-stetig.

Zweitens konnte die C-Hierarchie erweitert und verfeinert werden. Es gibt eine unendliche
Hierarchie untereinander verschiedener Funktionenklassen unterhalb von C, und es gibt eine
Klasse, die Uber alen bisherigen Funktionen der C-Hierarchie liegt. Eine Abbildung soll ale
Ebenen der C-Hierarchie darstellen, die bis jetzt bekannt sind:

COO

Cn

CZZQZ
Q:Cj_:Ql




Zusammenfassung Seite 87

AuRerdem habe ich mich mit der Ubersetzung von reellen Zahlen zwischen verschiedenen
adischen Systemen und mit einem Fortsetzungsproblem beschéftigt. Hauptergebnis:

1) Die Ubersetzung von r-adischer in s-adische Darstellung ist genau dann stetig, wenn dle
Primteiler von sauch Primteiler von r sind. (Ergebnis stammt von Klaus Weihrauch)

2) Die Ubersetzung von r-adischer in s-adische Darstellung ist hochstens C-stetig.

3) Das Fortsetzungsproblem FSP ist nicht stetig fortsetzbar.

4) Es gibt keine totale Fortsetzung von FSP, die auf Q reduzierbar ist.

5) Esgibt eine totale Fortsetzung FS von FSP, die C-stetig ist.

6) Cist nicht auf FSreduzierbar.

Es bleiben aber noch manche Fragen offen. Viele Probleme haben sich mir erst wahrend der
Arbeit gestellt. Und einige Definitionen und Begriffshildungen erscheinen mir inzwischen
etwas zu unhandlich und unbequem.

Zuné&chst bietet es sich an, die C-Hierarchie weiter zu vervollstandigen. Gibt es auch fir n>1
zwischen C" und C™1 eine Hierarchie? Kann man oberhalb von C* weitere Klassen
definieren, z.B. durch mehrfache Anwendung von C®-stetigen Funktionen?

Zweitens fragt es sich, wo welitere bekannte Funktionen aus der Analysis liegen und ob es
welche gibt, die noch héher in der C-Hierarchie liegen. Es war ja schon interessant, dal3 so
grundlegende Funktionen wie QKON und RKON (Konvergenz von rationalen oder reellen
Folgen) C3-stetig sind, wahrend so anspruchsvolle Funktionen wie die Berechnung hoherer
Ableitungen nur C-stetig sind. Hier ist alerdings zu beachten, dal3 bei dem Ableitungsproblem
recht starke V oraussetzungen gemacht wurden und dal3 der Funktionswert eine Folge von
N&herungen ist und damit nicht so informationshaltig wie z.B. die exakte Information, ob eine
Folge konvergiert oder nicht.

Es gibt viele weitere offene Fragen. In welchen Féllen ist TRANS g auf TRANS;: ¢ reduzierbar
(Vergleich von Ubersetzungsfunktionen verschiedener adischer Systeme)? Welche Funktionen
sind in einer Klasse vollstéandig? Ich verstehe dabel unter einer f-vollstandigen Funktion eine f-
stetige Funktion g, auf die alle f-stetigen Funktionen reduzierbar sind. Q ist natiirlich Q-
vollstandig und C ist C-vollstandig. Aber welche Funktionen sind z.B. C?- oder C3-
vollstandig? Wie schwierig ist die Konvergenzbetrachtung fur eine Funktionenfolge? Liegt
solch eine Funktion oberhalb der C-Hierarchie und moglicher Erwelterungen? Und wie
schwierig ist der Test auf Stetigkeit einer Funktion (wobel sich die Frage nach einer Darstellung
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von unstetigen Funktion stellt, da die Menge aler Funktionen von IR nach IR nicht mehr
kontinuumsmé&chtig ist)?

Ich habe in dieser Arbeit auch noch keinerlei Vergleich der verschiedenen Reduzierbar-
keitsbegriffe vorgenommen. So benutzt Weihrauch eine Reduzierbarkeit fir Mengen:
A<B : - ([T stetig) A=f"1B. 30 Es gibt sicherlich Zusammenhange mit dem hier erdrterten

Begriff.

Schliefdich falt mir zur Typ-11-Berechenbarkeit noch die Chaostheorie ein. Die Chaostheorie
beschéaftigt sich mit Problemen, bei denen eine kleine Verénderung der Parameter zu einer
grolRen Anderung des Ergebnisses fiihrt. Viele numerische Verfahren zeigen in bestimmten
Bereichen ein derartiges Verhaten. Das gleiche Phanomen tritt auch bei den hier untersuchten
unstetigen Funktionen auf, z.B. bei der Ubersetzung zwischen verschiedenen adischen
Zahlensystemen. Es stellt sich dann aber die Frage, wie kompliziert bestimmte Probleme der
Chaostheorie sind. 1st die Bestimmung der Konvergenz am Rande der Mandel brotmenge Q-
stetig oder C-stetig? Wie schrierig ist die Voraussage fur ein Dreikorperproblem? Das ist
sicherlich ein interessanter Themenkomplex fir weitere Untersuchungen.

30 [Weihrauch FU] Seite 4 und [Weihrauch] Seite 363.
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