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Vorwort des Herausgebers 
 
Als am 16. September 2004 der Niedersächsische Landtag 
einstimmig das Gesetz zur Fusion der Universität Lüneburg und 
der Fachhochschule Nordostniedersachsen beschloss, hatten  
wir, die betroffene Professorenschaft, nur eine rudimentäre 
Vorstellung von den vielfältigen damit verbundenen 
Änderungen. Nach der am 17. Oktober 2005 in Kraft getretenen 
Grundordnung für das fusionierte Haus und der Entscheidung 
über seine Binnenstruktur ist nun  erkennbar, dass die 
Informatik-Aktivitäten der neuen Universität zukünftig primär in 
der Fakultät III zusammen mit den Umwelt- und den 
Ingenieurwissenschaften stattfinden werden.   
 
Der erfolgreich etablierte Fachbereich Wirtschaft kann nun nicht 
mehr „Heimat“ von FINAL sein. Für die großzügige Bereitschaft, 
die finanzielle Druckkostenlast über all die Jahre zu tragen, 
möchte ich den Mitgliedern der betroffenen Fachbereichsräte 
Wirtschaft und den Dekanen an dieser Stelle nochmals danken. 
Ohne ihr Vertrauen in den Herausgeber wäre diese Reihe nicht 
so lange möglich gewesen.  Ohne den Einsatz des IT-Teams 
des Fachbereichs Wirtschaft hätte der Druck im Eigenverlag 
nicht stattfinden können. Dafür sei hier stellvertretend für alle 
Beteiligten ganz besonders Herrn Diplom-Kaufmann Norbert 
Tschritter gedankt.   
 
Klar ist, auch das Akronym FINAL, mit der bisherigen 
Bedeutung „Fachhochschule Nordostniedersachsen Informatik 
Arbeitsberichte Lüneburg“, muss nun diesen neuen 
Randbedingungen folgen. Ab dem 15. Jahrgang steht das 
Akronym FINAL als „Forum Informatics At Lüneburg“.  
 
Ich wünsche Ihnen, liebe Leserin und lieber Leser, dass Sie 
auch in Zukunft mit der Reihe FINAL einen Erkenntnisgewinn 
verbinden können. 
 
Lüneburg, im Winter 2005 
Hinrich Bonin 
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Die folgenden Übungsaufgaben erfordern gelegentlich einige eigene Gedanken. Bitte lassen 
Sie sich nicht entmutigen, wenn Sie nicht immer sofort auf die Lösung kommen. Bitte versu-
chen Sie, die Aufgaben selbständig zu lösen. Zu fast allen Übungsaufgaben werden Lösungen 
bereitgestellt. Die Übungsaufgaben sind nach den einzelnen Kapiteln der Vorlesung gruppiert. 
Weitere Übungsaufgaben finden sich in der angegebenen Literatur. 
 
Die Übungsaufgaben sind gemäß ihrem Schwierigkeitsgrad durch Sterne an den Aufgaben-
nummern mit folgender Bedeutung klassifiziert: 
 
ohne Sterne Die Aufgabe sollte selbständig gelöst werden, nachdem der entspre-

chende Stoff in der Vorlesung behandelt wurde und ohne die Musterlö-
sung zu Hilfe zu nehmen. 

ein Stern [*] Die Aufgabe ist etwas schwieriger und erfordert eventuell einige eigene 
Überlegungen. Sie sollte jedoch trotzdem selbständig gelöst werden, oh-
ne die Musterlösung zu Hilfe zu nehmen. Eventuell hilft auch ein inten-
siverer Blick in das Vorlesungsskript oder die Fachliteratur. 

zwei Sterne [**] Sie sollten sich zunächst ohne Zuhilfenahme der Musterlösung an der 
Aufgabe versuchen, auch wenn sie Ihnen als schwierig erscheint. 

 
 
 
Hinweis: 
 
Die folgenden Übungsaufgaben sind teilweise der angegebenen Literatur entnommen. 
 



Inhaltsverzeichnis 
 

Seite 
 
Übungen zu 1: Grundlegende Definitionen und Bezeichnungen 5 
Übungen zu 2: Abbildungen 10 
Übungen zu 3: Ausgewählte Themen der elementaren Zahlentheorie 12 
Übungen zu 4: Ausgewählte Themen der Kombinatorik 16 
Übungen zu 5: Ausgewählte Themen der Analysis 19 
Übungen zu 6: Ausgewählte Themen der Linearen Algebra 31 
 
Lösungen der Übungsaufgaben 35 
 



 
 
 
 



 

1 Grundlegende Definitionen und Bezeichnungen 
 
 
Aufgabe 1.1: (ohne Lösungen) 
 
Beweisen Sie die in der Vorlesung nicht bewiesenen Aussagen aus Satz 1.1-1. 
 
 
Aufgabe 1.2: (ohne Lösungen) 
 
Stellen Sie die Wahrheitstafeln für die Tautologien in Satz 1.2-1 auf. 
 
 
Aufgabe 1.3:  
 
Es seine P, Q und R Aussagen. Welche der folgenden Aussagen sind Tautologien? 
 
(a) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )QPRQPQPRQP ∨∧∨¬∨¬⇔∧¬∨⇒∧ . 
 
(b) ( )( ) ( )( )RQPRQP ⇒⇒⇔⇒⇒ . 
 
(c) ( )( ) ( )( )RQPRQP ⇒∨¬∨⇒∨ . 
 
(d) ( ) ( )PQQP ⇒⇒⇒ . 
 
(e) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )RQQPRQRPQP ∧¬∨∧⇔∧¬∨∧∨∧ . 
 
 
Aufgabe 1.4:  
 
Zeigen Sie:  
 
Durch die Festlegung 
 
„ mn <  genau dann, wenn n die Zahl m ohne Rest teilt“ 
 
wird eine partielle Ordnung auf  N \ { 0 } definiert. Ist diese Relation eine totale Ordnungsre-
lation? 
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Aufgabe 1.5 [*]: 
 
Es sei NN×=M . 
 
Zeigen Sie: 
 
Durch die Festlegung 
 
„ ( ) ( )lkmn  , , ≈  genau dann, wenn kmln +=+  gilt“ 
 
wird eine Äquivalenzrelation auf M definiert. Geben Sie ein ( )[ ]≈∈ 5 3,x  mit ( )5 3,≠x , 

( )[ ]≈∈ 3 5,y  mit ( )3 5,≠y  und ( )[ ]≈∈ 3 3,z  mit ( )3 3,≠z  an. Beschreiben Sie ( )[ ]≈5 3, , ( )[ ]≈3 5,  

und ( )[ ]≈3 3, . 

 
 
Aufgabe 1.6:  
 
Es sei ≈  eine Äquivalenzralation auf der Menge M, und es seien Ma∈  und Mb∈ . Zeigen 
Sie: 
 
(a) Es gilt ba ≈ genau dann, wenn [ ] [ ]≈≈ = ba  ist. 
 
(b) Für jedes Ma∈  und jedes Mb∈  ist entweder [ ] [ ]≈≈ = ba  oder [ ] [ ] ∅=∩ ≈≈ ba . 
 
(c) [ ] Ma

Ma
=≈

∈
U  

(auf der linken Seite des Gleichheitszeichens steht die Vereinigung aller Äquivalenz-
klassen, die man mit Elementen aus M bilden kann). 

 
 
Aufgabe 1.7:  
 
Das DIN-A-Format hat die Eigenschaft, dass das Verhältnis  
 
(Länge der längeren Seite eines Blatts) zu (Länge der kürzeren Seite eines Βlatts) 
 
auch dann erhalten bleibt, wenn man das Blatt in der Mitte der längeren Seite zusammenfaltet. 
Außerdem sind beide Seiten unterschiedlich lang. Wie lautet dieses Verhältnis? Das DIN-A-
0-Format ist dadurch definiert, dass ein Blatt eine Fläche von 1 2m  besitzt. Wird ein Blatt im 
DIN-A-0-Format i-mal jeweils an der längeren Seite in der Mitte gefaltet, so erhält man ein 
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Blatt im DIN-A-i-Format. Welche Seitenlängen haben die längere und die kürzere Seite eines 
Blatts im DIN-A-4-Format? 
 
 
Aufgabe 1.8:  
 
Die folgenden Teilaufgaben sind jeweils durch vollständige Induktion zu beweisen. 
 

(a) Zeigen Sie: ( ) ( )
6

121
0

2 +⋅⋅+⋅
=∑

=

nnni
n

i
. 

 

(b) Zeigen Sie: ( ) ( )2
0

112 +=+⋅∑
=

ni
n

i
. 

 

(c) Zeigen Sie: 122 1

0
−= +

=
∑ n

n

i

i . 

 
(d) Zeigen Sie: Für jedes 6≥n  ist 74 2 −<⋅ nn . 
 

(e) [*]  Zeigen Sie: Die Summe ∑
=

n

i
i

0

3  ist eine Quadratzahl. 

 
(f) [**]  Eine Aussage gilt „für fast alle N∈n “, wenn sie für alle N∈n  mit höchstens 

endlich vielen Ausnahmen gilt, d.h. wenn es ein N∈0n  gibt, so dass die Aussage für al-

le 0nn ≥  gilt. Zeigen Sie: 

 
Für fast alle N∈n  ist 22 nn > . 
 
Für fast alle N∈n  ist 32 nn > . 
 
Für fast alle N∈n  ist 42 nn > . 
 
Es sei N∈k  eine feste natürliche Zahl mit 1≥k . Dann gilt kn n>2  für fast alle N∈n .  

Hinweis: Multipliziert man ( )mn 1+  aus, so erhält man (das wird in späteren Kapiteln 

gezeigt) ( ) m
mmmm ananann ++⋅+⋅+=+ −−  ... 1 2

2
1

1  mit 12
1

−=∑
=

m
m

i
ia . 

 
(g) Es sei N∈n  eine 2-er-Potenz, d.h. kn 2=  mit N∈k .  Es gelte 
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.2für 1
2

2
1für 0

)(
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

=
= nnnT

n
nT   

 
Zeigen Sie: Für jedes N∈n  der Form kn 2=  mit N∈k  ist 
 

( ) ( ) 112)( +⋅−== nkTnT k .    
 
 
Aufgabe 1.9:  
 
Ergänzen Sie in den folgenden Gleichungen die durch ? markierten Stellen: 
 

(a) ∑∑
==

=⋅
?

0

5

1

2 ?2
ki

i . 

 

(b) 1
3

1
2

3

i nni +
=

==−
∑∑

?

?

. 

 
 

(c) a am

m

n

n

2
4

2 7

1

6
+

=

+

=
∑ ∑=?

?

.

 
 
Aufgabe 1.10:     
 
Vereinfachen Sie die folgenden Summen, soweit es geht: 
 

(a) ∑∑
−

−=

+

=

−⋅ −
2

2

142 42
m

ni

i
m

ni

i . 

 

(b) ∑ ∑
= =

+
+

4

1

5

2

1
1m m mm

m . 

 
 
Aufgabe 1.11:     
 

Berechnen Sie ( ) ( )∑
= +⋅+

n

i ii1 53
1  mit Hilfe der Partialbruchzerlegung. 
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Aufgabe 1.12 [*]: 
 

Die endliche Summe ∑
=

100

0i

ix  wird quadriert, d.h. es wird 
2100

0
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∑
=i

ix  gebildet, und dann in die 

Form ∑
=

⋅
n

i

i
i xa

0
 gebracht. Bestimmen Sie n und 50a . 

 
 
 



  

2 Abbildungen 
 
 
Aufgabe 2.1: 
 
Beweisen Sie Satz 2.2-2 (i) und (ii). 
 
 
Aufgabe 2.2: 
 
Gegeben seien die beiden Abbildungen 
 

{ }

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−⋅
+⋅

→

→

12
43

21\
:

x
xxf

RR
   und  

{ }
.

32
5

23\
:
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−⋅
−

→

→

x
xxg

RR
   

 
(a) Zeigen Sie, dass f injektiv ist. 
 
(b) Zeigen Sie: { }( ) { }23\21\ RR =f . 
 

(c) Wie lautet die Umkehrfunktion zu 
{ } { }

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−⋅
+⋅

→

→

12
43
23\21\

:*

x
xxf

RR
 ? 

 
(d) Berechnen Sie die Funktionsvorschrift von { } RR →21\:fg o . 
 
 
Aufgabe 2.3: 
 
Sind die folgenden beiden Abbildungen surjektiv bzw. injektiv? 
 

( ) ( )⎩
⎨
⎧

++→
×→××

zyyxzyx
f

 , , ,
:

RRRRR
, 

 

( ) ( )⎩
⎨
⎧

+→
××→×

yyxxyx
g

 , , ,
:

RRRRR
. 
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Aufgabe 2.4 [*]: 
 
Es seien A und B Mengen und BAf →:  eine Abbildung. Beschreiben die folgenden beiden 
Vorschriften wirklich Abbildungen zwischen den Potenzmengen von A bzw. B? 
 

⎩
⎨
⎧

→
→

)(
)()(

:
UfU
BA

F
PP

              
⎩
⎨
⎧

→

→
−

)(

)()(
: 1

VfV

AB
G

PP
. 

 

Hierbei ist )()(
11

vfVf
Vv

−

∈

−

= U . 

 
Verifizieren Sie mit einem einfachen Beispiel für f, A und B, dass F und G nicht zueinander 
invers sind. 
 
 
Aufgabe 2.5 [**]: 
 
(a) Jede Teilmenge einer abzählbaren Menge ist abzählbar. 
 
(b) Die Mächtigkeit einer unendlich abzählbaren Menge ändert sich nicht, wenn man end-

lich viele Elemente entfernt. 
 
(c) Die Vereinigung abzählbar vieler abzählbarer Mengen ist wieder abzählbar. 
 
 
Aufgabe 2.6: 
 
Es seien A und B Mengen und BAf →:  eine Abbildung. Zeigen Sie: Durch  
 
„ ba f~  genau dann, wenn )()( bfaf =  gilt“ 

 
wird auf A eine Äquivalenzrelation definiert. Beschreiben Sie die Äquivalenzklassen von f~ , 

wenn f injektiv ist. 
 
 



 

3 Ausgewählte Themen der elementaren Zahlentheorie 
 
 
Aufgabe 3.1: 
 
Es sei 3>p  eine Primzahl. 
 
(a) Zeigen Sie: Die Zahl 6 ist ein Teiler von 1−p  oder von 5−p , d.h. 6) (mod 1≡p  oder 

6) (mod 5≡p . 
 
(b) Zeigen Sie: Ist von 6 aufeinanderfolgenden Zahlen die kleinste größer als 3, so sind 

höchstens zwei dieser Zahlen Primzahlen. 
 
 
 
Aufgabe 3.2 [*]: 
 
Gegeben seien 30 aufeinanderfolgende Zahlen, deren kleinste 31≥  ist. Zeigen Sie: Unter die-
sen Zahlen sind mindestens 5 aufeinanderfolgende zusammengesetzte Zahlen. Wieviele Prim-
zahlen sind unter diesen 30 Zahlen höchstens? 
 
 
Aufgabe 3.3: 
 
Berechnen Sie 12121212  mod  11  und  12345678  mod  250. 
 
 
Aufgabe 3.4: 
 

Zeigen Sie: 
 
(a) Für jedes Z∈a  gilt entweder 14 mod 2 =a  oder 04 mod 2 =a . 
 
(b) Keine der Zahlen (in Dezimalschreibweise) 11, 111, 1111, 11111, ... ist ein Quadrat. 
 
 Hinweis: Führen Sie die Annahme, die angegebenen Zahlen seien Quadrate mit Hilfe 

des Ergebnisses von Aufgabe (a) auf einen Widerspruch. 
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(c) [*]   Keine der Zahlen (in Dezimalschreibweise) 101, 10101, 1010101, 101010101, ... ist 
ein Quadrat. 

 
 
Aufgabe 3.5 [*]: 
 
Zeigen Sie: Es gibt kein Z∈a  mit 45001 mod 2 =a . 
 
Hinweis: Untersuchen Sie zunächst die Fälle, dass a einstellig oder zweistellig ist, und dann 

erst den allgemeinen Fall. 
 
 
Aufgabe 3.6: 
 
Für welche N∈n  ist 1+n  ein Teiler von 12 +n ? 
 
 
Aufgabe 3.7: 
 
Zeigen Sie: 
 
(a) Es gibt unendlich viele N∈n  mit 5) (mod  014 2 ≡+⋅n . 
 
(b) Es gibt unendlich viele N∈n  mit 13) (mod  014 2 ≡+⋅n .  
 
(c) Es gibt unendlich viele N∈n  mit 17) (mod  014 2 ≡+⋅n .  
 
 
Aufgabe 3.8: 
 
(a) Bestimmen Sie ganze Zahlen a und b mit 15) 28,(1528 ggTba =⋅+⋅ . 
 
(b) Bestimmen Sie ganze Zahlen a und b mit 84) 8,91(84198 ggTba =⋅+⋅ . 
 
 
Aufgabe 3.9: 
 
(a) Berechnen Sie für jedes ZZ 13∈a  die Werte 13 mod ia , jeweils für i = 1, ..., 12. Be-

rechnen Sie die Werte dabei durch sukzessive ( )1−i -fache Multiplikation, wobei Sie 
nach jedem Multiplikationsschritt modulo 13 reduzieren. Beispielsweise wird nicht erst 
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4096212 = berechnet und dann modulo 13 reduziert, sondern es wird 43421
mal12

2 ... 22
−

⋅⋅⋅  berech-

net und nach jeder einzelnen Multiplikation der Rest modulo 13 bestimmt und mit die-
sem Rest weitergerechnet. 

 
(b) Berechnen Sie wie in Aufgabe (a) für jedes ZZ 15∈a  die Werte 12 mod ia , jeweils für 

i = 1, ..., 14. 
 
 
Aufgabe 3.10 [**]: 
 
Es seinen N∈n  und N∈m . Bestimmen Sie ( )9 ,12 +nggT , ( )27 ,12 +nggT  und 

( )mnggT 3 ,12 + . 
 
Hinweis: Bestimmen Sie zunächst ( )9 ,12 +nggT  und ( )27 ,12 +nggT , indem Sie einige Wer-

te für n ausprobieren. Versuchen Sie dann auf den allgemeinen Fall ( )mnggT 3 ,12 +  
zu schließen ([**]). 

 
 
Aufgabe 3.11: 
 
(a) Bestimmen Sie alle invertierbaren Elemente in ZZ 21 , d.h. alle ZZ 21∈a , für die es 

ein ZZ 21∈b  gibt mit 21) (mod 1≡⋅ba . 
 
(b) Lösen Sie die Gleichung 3147 =+⋅ x  in ZZ 45 . 
 
 
Aufgabe 3.12: 
 
Berechnen Sie ( )n10φ . 
 
 
Aufgabe 3.13: 
 
(a) Es sei p eine ungerade Primzahl und N∈a . Warum ist p⋅2  ein Teiler von aa p − ? 
 
(b) Warum haben im Dezimalsystem für alle Zahlen N∈a  die Werte a und 5a  dieselbe 

Endziffer? 
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Aufgabe 3.14: 
 
Mit Hilfe von Satz 3.4-3 (i) kann man häufig große Potenzreste einfach berechnen. Bei-

spielsweise ist ( ) 11) (mod 366166666 25251025052 ≡⋅≡⋅≡⋅≡ . Berechnen Sie nach diesem 
Schema unter Anwendung von Satz 3.4-3 (i) die Werte 
 
(a) 7 mod 20350     (b) 17 mod 382  
 
(c) 19 mod 217     (d) [*] pp  mod 2 2−  mit einer Primzahl 3≥p  
 
(e) ( ) 13 mod 32 7070 + . 
 
 
Aufgabe 3.15: 
 
Zeigen Sie mit Hilfe von Satz 3.4-3: 
 
(a) Für jedes N∈n  ist 42 ein Teiler von nn −7 .  
 

(b) Für jedes N∈n  ist nnn ⋅+⋅+⋅
15
7

3
1

5
1 35  eine natürliche Zahl. 

 



 

4 Ausgewählte Themen der Kombinatorik 
 
 
Aufgabe 4.1: 
 
Es sei p die Anzahl möglichlicher Tipps beim Lotto (aus 49 Zahlen werden 6 Zahlen ange-
kreuzt). Die Wahrscheinlichkeit, 6 Richtige zu haben, ist dann p1 . Berechnen Sie diesen 
Wert. 
 
 
Aufgabe 4.2: 
 
Es seien R∈x  und N∈n . Berechnen Sie: 
 

(a) ( ) ( ) ( ) ( ) nnnnn x
n
n

xx
n

xx
n

x ⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅−−+⋅⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⋅⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+ −− 1 ... 1

2
1

1
1 221 . 

 

(b) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nnnnn x
n
n

xx
n

xx
n

x 11 ... 21
2

21
1

2 221 +⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅−−+⋅+⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⋅+⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+ −− . 

 

(c) ( ) ( ) ( ) ( ) nnnnn x
n
n

xx
n

xx
n

x ⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅−−+⋅⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⋅⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+ −− 1 ... 2

2
2

1
2 221 . 

 
 
Aufgabe 4.3: 
 
Es sei p eine Primzahl. Zeigen Sie: Für jedes R∈x  und jedes R∈y  ist 
 
( ) ) (mod pyxyx ppp +≡+ . 
 
 
Aufgabe 4.3: 

  

Zeigen Sie: Für jedes N∈n  und jedes R∈x  mit 0≥x  gilt ( ) xnx n ⋅+≥+ 11 . 
 



4   Ausgewählte Themen der Kombinatorik 17
 

 
Aufgabe 4.5 [**]: 
 
Es seien N∈n , N∈m  und N∈k . Zeigen Sie: 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
∑
= ik

m
i
n

k
mn k

i 0
. 

 
Hinweis: Wenden Sie auf beide Seiten der Gleichung die Interpretation der Binomialkoeffi-

zienten an, wie sie in Satz 4.1-4 gegeben wird. 
 
 
Aufgabe 4.6: 
 
Es sei M eine endliche Menge. Zeigen Sie, dass M genauso viele Teilmengen mit gerader 
Mächtigkeit wie Teilmengen mit ungerader Mächtigkeit besitzt. 
 
 
Aufgabe 4.7 [*]: 
 
(a) Berechnen Sie n! für n = 1, 2, ..., 10. Versuchen Sie, aus diesen Ergebnissen auf die An-

zahl von Nullen zu schließen, mit denen 20! Im Dezimalsystem endet. 
 
(b) Es sei N∈n . Zeigen Sie die Gültigkeit von 
 

 ( ) ( )12 ... 531
!2
!2

−⋅⋅⋅⋅⋅=
⋅
⋅ n

n
n

n . 

 
 
Aufgabe 4.8: 
 
Es seien { } 5 4, 3, 2, 1, =A  und { }  , , , , , zyxwvuB = . 
 
(a) Wieviele injektive Abbildungen BAf →:  gibt es? 
 
(b)  [**] Wieviele injektive Abbildungen BAf →:  gibt es, die zusätzlich ? 
 

wfvf ≠≠ )1( und )1( , wfuf ≠≠ )2( und )2( , xf ≠)3(  und 
y)f(xfvf ≠≠≠ 4 und )4( und )4(  

 
 erfüllen? 
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Aufgabe 4.9: 
 
(a) Bestimmen Sie mit Satz 4.3-2 die Anzahl der natürlichen Zahlen n mit 1001 ≤≤ n , die 

nicht durch 2, 3 oder 5 teilbar sind. 
 
(b) [**]  Bestimmen Sie die Anzahl der ganzzahligen Lösungen der Gleichung 
 
 184321 =+++ xxxx , 

 
 mit der Zusatzbedingung 70 ≤≤ ix  für i = 1, 2, 3, 4. 

 
 
 



 

5 Ausgewählte Themen der Analysis 
 
 
Aufgabe 5.1: 
 
Versuchen Sie durch numerische Rechnungen festzustellen, welchen Grenzwert, wenn über-
haupt, die jeweiligen Folgen ( )an n∈N  haben: 

 

(a) 1für   
1

23 ,00 ≥
−+

+−+
== n

nn
nnaa n . 

 
(b)  1für   07,0   ,07,0 1

0 ≥== − naa na
n . 

 

(c) [**] ( )a a a a nn n n0 1 1
1
3

3 3 1 1= = ⋅ ⋅ − ≥− −,      für , . 

 
 
Aufgabe 5.2: 
 
Bestimmen Sie die Grenzwerte (falls sie überhaupt existieren) der nachstehenden Folgen für 
n→∞ : 
 

(a) 2 1
2 1

n

n
n

−
+

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

∈N

. 

 

(b) ( ) ( )
N∈

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+⋅⋅+

nnn
nnn

1
4321 . 

 

(c) n
n n n

2 1
1

1
2

⋅
+

−
+

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ ∈N

 .  

 
 
Aufgabe 5.3: 
 
Zeigen Sie durch Anwendung der Definition der Konvergenz, daß für die Folge ( )an n∈N  mit 

a n
nn =
−
+

1
1

 die Aussage lim
n na
→∞

= 1 gilt. Mit welchem n ∈N  beginnend ist an − ≤ −1 10 4 ? 
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Aufgabe 5.4:  
 
Berechnen Sie 
 

(a) 1
3 51 ( ) ( )i ii + ⋅ +=

∞

∑ . 

 

(b) 1
11 i ii ⋅ +=

∞

∑ ( )
. 

 

(c) 2 3 4
51

+ ⋅

=

∞

∑
i

i
i

. 

 

(d) ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅+

0 2
1)2(

i

i

i . 

 
 
Aufgabe 5.5 [*]: 
 
Konvergieren die folgenden Reihen? Begründen Sie Ihre Antwort. 
 

(a) ∑
∞

=0

2

2i
i

i  . 

 

(b) ∑
∞

=

+

0

1

!
2

i

i

i
. 

 

(c) ( )∑
∞

= −⋅⋅⋅⋅⋅0 12 ... 531
!

i i
i . 

 
 
 
Aufgabe 5.6 [*]: 
 

Die Folge ( )an n∈ ≥N 1
 sei definiert durch a

nn = + + + +1 1
2

1
3

1 ...  . Versuchen Sie festzustellen, 

wie groß n ∈N  sein muß, damit 3 4< ≤an  bzw. an > 20  gilt. 
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Hinweis: Versuchen Sie, in der Fachliteratur eine Formel zu finden, mit der sich an  abschät-
zen läßt (Stichwort: Harmonische Zahl). 

 
 
Aufgabe 5.7: 
 
Geben Sie für die folgenden Funktionen f X: → R  mit X ⊆ R  den jeweiligen maximalen 
Definitionsbereich an: 
 

(a) f x x( ) = −9 2 . 
 

(b) f x x( ) = −2 9 . 
 

(c) f x x
x

( ) =
2

. 

 

(d) ( )1
1)( 2 −⋅

=
xx

xf . 

 

(e) f x x x( ) = − . 

 

(f) f x x x( ) = − . 

 
 
Aufgabe 5.8: 
 
Gegeben sei die Funktion 
 

[ [ [ [
⎩
⎨
⎧

+⋅−→
∞→∞

.
22

,,
: 2 xxx

ba
f  

 
Bestimmen Sie die Zahlen a und b so, daß f bijektiv ist. 
 
 
Aufgabe 5.9: 
 
Welche Monotonieeigenschaften besitzt die durch f x x( ) = −4  definierte Funktion im In-
tervall [0, 4]? Zeigen Sie, dass sie in diesem Intervall nicht konvex ist. 
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Aufgabe 5.10:  
 
Skizzieren Sie die folgenden Funktionen f :R R→  mit 
 
(a) f x x( ) = . 

 
(b) f x x x( ) = ⋅ . 

 
(c) ⎣ ⎦f x x( ) = . 

 
(d) ⎣ ⎦f x x x( ) = − . 

 
Zur Erinnerung: Für x ∈R  ist ⎣ ⎦x  die größte ganze Zahl ≤ x . 

 
 
Aufgabe 5.11: 
 
Ein Wert c X∈  heißt Fixpunkt einer Funktion f X Y: → , falls f c c( ) =  gilt. 
 
(a) Bestimmen Sie alle Fixpunkte der Funktion 
 

 
⎩
⎨
⎧

+⋅→
→

83
:

xx
f

RR
. 

 
(b) Bestimmen Sie alle Fixpunkte der Funktion 
 

 f
x x

:
R R→
→

⎧
⎨
⎩

. 

 
(c) Der Definitionsbereich X von f bestehe aus allen Zeichenketten, die mit Hilfe des Al-

phabets A = {A, B, C, ..., Z, a, b, c, ..., z} gebildet werden können (man schreibt dafür 
auch X = A*). Die Abbildung f bildet Zeichenketten aus A* auf andere Zeichenketten 
aus A* ab, und zwar wird durch f eine Zeichenkette z z z zn n1 2 1 ... −  in die in ihrer Buch-
stabenfolge umgekehrte Zeichenkette abgebildet:  

 
 ( )f z z z z z z zn n n n1 2 1 1 1 ...  ... z2− −= . 

 
 Die Länge einer Zeichenkette ist als die Anzahl ihrer Buchstaben definiert. 
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 Bestimmen Sie einen Fixpunkt der Länge 3 und einen Fixpunkt der Länge 4. Beschrei-
ben Sie die Fixpunkte der Länge k⋅2  und der Länge 12 −⋅k  für jedes k ∈N . 

 
 
Aufgabe 5.12: 
 
Bestimmen Sie alle reellwertigen Nullstellen der durch folgende Gleichungen p x( )  mit 
x ∈R definierten Polynome: 
 
(a) xxxxp ⋅+⋅−= 3613)( 35   
  
 Hinweis: Eine Nullstelle liegt zwischen 2,5 und 3,5. 
 
(b) xxxxp ⋅+⋅−⋅= 45243)( 23 . 
 
(c) 4113)( 24 −⋅−⋅= xxxp . 
 
(d) p x x nn( ) = − ∈1  mit N  
 

Hinweis: Unterscheiden Sie die beiden Fälle, dass n gerade bzw. ungerade ist. 
 
 
Aufgabe 5.13: 
 
Bestimmen Sie Definitionsbereich, Nullstellen, Pole, behebbare Unstetigkeitsstellen und A-
symptoten für x → ±∞  der folgenden durch f x( )  definierten gebrochen rationalen Funktio-
nen, und skizzieren Sie den jeweiligen Kurvenverlauf. 
 

(a) 
2

33)( 2

23

−+
+−⋅−

=
xx

xxxxf . 

 

(b) 
232
4113)( 2

35

−⋅+⋅
⋅−⋅−⋅

=
xx

xxxxf . 

 

(c) 
43

4)( 24

2

−⋅−
−

=
xx

xxf  . 
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Aufgabe 5.14: 
 
Berechnen Sie 
 

(a) lim
x

x
x→ −1 1

. 

 

(b) 
1
2)1(lim 21 −
−⋅−

→ x
xx

x
. 

 

(c) [*] lim
x

m

n
x
x

m n
→

−
−

∈ ∈
1

1
1

  mit  und N N . 

 
 
Aufgabe 5.15: 
 
In der Definition der folgenden Funktion f :R R→  kommt eine Konstante a ∈R  vor: 
 

] ]
] ]
] [⎪

⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

∞∈+⋅−

−∈−

−∞−∈−−−

=

,1für2

1,2
1für

4
11

2
1,für3

)(
2

2

xaxx

x

xxx

xf  

 
Ist f an der Stelle − 1

2  stetig? Welchen Wert muss man für a einsetzen, damit f an der Stelle 

x0 1=  stetig wird? 
 
 
Aufgabe 5.16: 
 
Die Funktionen f und g seien durch f x x( ) = 2  und g x x( ) = 2  für x ∈R  definiert. 
 

(a) Bestimmen Sie f x
f x
( )

( )
+1  und f x

f x
( )
( )
2 . 

 

(b) Bestimmen Sie g x
g x
( )

( )
+1  und g x

g x
( )
( )
2 . 

 
(c) Wie kann man die Ergebnisse in (a) und (b) interpretieren? 
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Aufgabe 5.17 [*]: 
 
Im folgenden sind jeweils vier Funktionen f i:N R→  gegeben, die bei wachsendem Argu-
mentwert verschieden schnell anwachsen. Welche von ihnen wächst am schnellsten, welche 
am zweitschnellsten, welche am drittschnellsten und welche am langsamsten? 
 

(a) f n n1
3( ) =  f n n2

2( ) =  ( )f n n3 2
5( ) log ( )=  f n n

n4

4

2

( )
log ( )

= . 

 

(b) ( )f n n1 2
2( ) log ( )=  f n n

n2

2

2

( )
log ( )

=  f n n3( ) =  ( )f n n n4 2
3( ) log ( )= ⋅ . 

 
 
Aufgabe 5.18: 
 
Berechnen Sie die erste Ableitung der folgenden Funktionen f X: → R : 
 

(a) 
( )

f x x
x

( ) = +

+

2
3 3  . 

 

(b) 
533

1062)( 2

3

+⋅−⋅
−⋅−⋅

=
xx
xxxf . 

 
(c) f x e xx( ) ln( )= ⋅ . 
 

(d) ( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −⋅+= 111)(
x

xxf . 

 

(e) f x x
x

( ) ln( )
ln( )

=
−
+

1
1

. 

 

(f) ( )f x
x

( ) = 2 3 . 
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Aufgabe 5.19:  
 
Das Polynom p x( )  vom Grad > 2 besitze bei x0  eine doppelte Nullstelle. Entscheiden Sie, ob 
p x( )  bei x0  einen Extremwert oder einen Wendepunkt hat. 
 

Hinweis: Man kann ( ) ( )p x x x p x p x( ) ( )= − ⋅ ≠0
2

1 1 0 0  mit  schreiben. Wenden Sie zur Ablei-

tung auf diese Gleichung die Produktregel an. 
 
 
Aufgabe 5.20 [*]: 
 
Gegeben sei das Polynom ( )p x x xm( ) = ⋅ −2 1  mit m∈N mit m ≥ 3. Für welche m∈N  hat 

p x( )  bei x = 0  einen Wendepunkt, und für welche m∈N  einen Extremwert? Entscheiden 
Sie, ob es sich um ein Minimum oder ein Maximum handelt. 
 
 
Aufgabe 5.21: 
 
Der Absatzverlauf eines Produkts sei in jedem Zeitpunkt t durch die Funktion 
 

f
t t e t:

R R>
−

→
→ ⋅

⎧
⎨
⎩

0
2 2      (Produktlebenszyklusfunktion) 

 
beschreibbar. 
 
(a) Wann ist der Absatz maximal? 
 
(b) Wann nimmt der Absatz zu, und wann nimmt er ab? 
 
(c) Wann steigt der Absatz am schnellsten? 
 
(d) Bestimmen Sie (maximale) Bereiche, in denen die Funktion f konvex bzw. konkav ist. 
 
(e) Skizzieren Sie den Kurvenverlauf von f. 
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Aufgabe 5.22 [*]: 
 
Eine Größe x wird über einen gewissen Zeitraum beobachtet. Dabei wird festgestellt, daß x 
die Werte x x xn1 2, ,  . . .  ,  und keine anderen Werte annimmt. Gesucht wird eine für alle Beo-

bachtungen „repräsentative“ Größe s . Es erscheint vernünftig, s  so zu wählen, daß s  die 
mittlere quadratische Abweichnung 
 

( )∑
=

−⋅=
n

i
i Sx

n
Smqa

1

21)(  

 
minimiert, d.h. s  ist gerade der Wert unter allen möglichen Werten von S, der zur minimalen 
mittleren quadratischen Abweichnung führt. Bestimmen Sie s . 
 
 
Aufgabe 5.23: 
 
Berechnen Sie mit Hilfe der Regel von de l'Hospital 
 

(a) 
264
363lim 23

24

1 +⋅−⋅
+⋅−⋅

→ xx
xx

x
. 

 

(b) 
)1ln(

2lim
0 +−

−+ −

→ xx
ee xx

x
. 

 

(c) lim
x

m

n

x
x

m n
→

−
−

∈ ∈
1

1
1

  mit  und N N . 

 

(d) lim
x x

x
e→ −0 1

. 

 

(e) ( ) ( )( )lim ln ln
x

x x
→

− − −
1

1 1 . 

 
 
Aufgabe 5.24: 
 
Bestimmen Sie die einzige positive Nullstelle des durch 
 
p x x x x( ) = − − −3 2 1  
 
definierten Polynoms mit Hilfe des Newtonverfahrens. 
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Aufgabe 5.25: 
 
Bestimmen Sie π  auf 14 Dezimalstellen genau. 
 
 
Aufgabe 5.26: 
 
Bestimmen Sie die Taylorentwicklung 3-ter Ordnung an der Stelle x0 0=  für die Funktion  

 
] [
⎩
⎨
⎧

+→
→∞−

xx
f

1
,1

:
R

. 

 

Berechnen Sie damit eine Näherung für 1
2 . 

 
 
Aufgabe 5.27: 
 
Das Polynom p werde durch 123)( 34 −⋅+⋅−= xxxxp  definiert. Bestimmen Sie Zahlen 
a a a a a0 1 2 3 4, , ,  und  so, dass  

 

p x a xi
i

i

( ) ( )= −
=
∑ 3

0

4

 

 
gilt. Entwickeln Sie dazu das Polynom in ein Taylorpolynom mit einer „geeigneten“ Ord-
nung. 
 
 
Aufgabe 5.28 [**]: 
 
Berechnen Sie 
 

n
n

n

2

1
1 2 −

=

∞

∑ . 

 
Hinweis: Bestimmen Sie dazu die Taylorentwicklung an der Stelle x0 0=  der durch 

( )
f x x

x
( ) = +

−
1

1 3  definierten Funktion. 
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Aufgabe 5.29: 
 
Berechnen Sie das Taylorpolynom 5-ter Ordnung T x5 ( )  für die durch 

 
f x x e x( ) = ⋅2  

 
definierte Funktion an der Stelle x0 0= . Können Sie eine einheitliche Formel für f xn( ) ( )  

angeben, die für jedes n ∈N  gilt? Gibt es noch einen einfacheren Weg, um T x5 ( )  zu berech-

nen? 
 
 
Aufgabe 5.30: 
 
In dieser Aufgabe ist ( ) N∈nnF  die Folge der Fibonacci-Zahlen (siehe Kapitel 5.10) und 1≥n . 

Zeigen Sie: 
 
(a) 221231  ... +⋅+⋅ =+++ nn FFFF . 

 
(b) 1 ... 221 −=+++ +nn FFFF . 

 
(c) ( )nnnn FFF 12

11 −=−⋅ −+ . 

 
(d)  nknkkn FFFFF ⋅+⋅= −++ 11  für 1≥k . 

 
(e)     nF  ist genau dann gerade, wenn n durch 3 teilbar ist. 

 
(f) [*] nF  ist genau dann durch 4 teilbar, wenn n durch 6 teilbar ist. 

 
(g) [*] nF  ist genau dann durch 5 teilbar, wenn n durch 5 teilbar ist. 

 
(h) [*] Ist n durch m teilbar, so ist nF  durch mF  teilbar. 

 
 
Aufgabe 5.31: 
 
Ein Binärbaum heißt vollständiger Binärbaum, wenn jedes Niveau, bis auf das höchste Ni-
veau, mit der maximalen Anzahl an Knoten belegt ist. Auf dem höchsten Niveau stehen alle 
Knoten möglichst weit links. 
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Die Knoten eines vollständigen Binärbaums mit n Knoten werden beginnend bei der Wurzel 
nach aufsteigenden Niveaus und auf jedem Niveau von links nach rechts mit den Nummern 1, 
2, ..., n numeriert. 
 
(a) Welche Nummer bekommt dabei jeweils der Knoten eines Niveaus, der ganz links 

steht? 
 
(b) Ein Knoten, der zwei Nachfolger hat, habe in dieser Numerierung die Nummer i. Wel-

che Nummern haben die beiden Nachfolger? 
  
 



 

6 Ausgewählte Themen der Linearen Algebra 
 
 
Aufgabe 6.1: 
 
Gegeben seien die Matrizen 

A B C ==
−
−

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ =

−
− −

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

−
−

−
−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

4 5
9 7

3 1 4
9 1 5

2 1 3
4 0 2
4 4 5
9 4 3

,   
0
5

  und . 

Berechnen Sie ( ) ( )A B C A B C⋅ ⋅ ⋅ ⋅ und . 

 
 
Aufgabe 6.2: 
 
(a) Es seien A und B Matrizen. Unter welchen Bedingungen gilt der binomische Lehrsatz 

( )A B A A B + B2+ = + ⋅ ⋅2 22 ? Wählen Sie als Beispiele für A und B die Matrizen 

 

 A B=
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ =

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

1 2
2 1

3 1
1 3

 und  bzw. 

 

 A B=
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ =

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

2 1
3 3

1 3
5 4

 und . 

 
 
Aufgabe 6.3: 
 
Es sei [ ]A = A ( , ) , ,..., , ,...,m n i j i m j n

a=
= =1 1

 eine Matrix. Die zu A transponierte Matrix ist die Mat-

rix [ ]A = AT T
n m i j i n j m

a( , ) , ,..., , ,...,
=

= =1 1
 mit a ai j j i, ,= . Beim Vorgang der Transposition werden 

also Zeilen von A zu Spalten von AT und umgekehrt. 
 
Zeigen Sie: 
 

(a) ( )A AT T
= , d.h. zweimalige Transposition hebt sich auf; 

 ( )A B B A⋅ = ⋅T T T , d.h. Transposition kehrt die Reihenfolge der Multiplikation um. 
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(b) Welche Eigenschaften haben die Matrizen ( ) ( )A A A A⋅ ⋅T T und ? Sind diese Matrizen 

immer definiert? 
 
 
Aufgabe 6.4: 
 
Sind folgende Mengen von Vektoren jeweils linear-unabhängig oder linear-abhängig? 
 

(a) 
1
0
1

0
2
0

0
1
1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

−
⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

⎫

⎬
⎪

⎭
⎪

,   ,   . 

 

(b) 
2
0
1

0
2
3−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

−
⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

⎫

⎬
⎪

⎭
⎪

,   . 

 

(c) [ ] [ ]{ }3 1 1 1 1
3

1
3− − −,   . 

 

(d) Die Menge { }r r ra b c, ,   bestehend aus drei Vektoren sei linear-unabhängig. Gilt dieses 

dann auch für die Mengen { }r r r r r ra b b c a c+ + +, ,   und { }r r r r r ra b b c a c− + +, ,  ? 

 
 
Aufgabe 6.5: 
 
Lösen Sie die linearen Gleichungssysteme 
 
(a) 

92
1723

02

321

321

321

−=+⋅+−
=⋅+−⋅
=−+⋅

xxx
xxx
xxx

 
(b)

745
222
723

321

21

321

=⋅+⋅+−
−=⋅+⋅

=⋅+−⋅

xxx
xx

xxx
 

 
(c) 

1432
7224
922
522

4321

4321

4321

4321

=⋅+⋅−+
−=⋅−+⋅−⋅
−=−⋅+−⋅−

=⋅++−⋅

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx
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(d) 

84
022
42

321

32

321

=−+⋅
=⋅+⋅−
=−−⋅

xxx
xx
xxx

 
(e)

10432
523
3

321

321

321

=⋅+⋅+⋅
=+⋅+⋅
=++

xxx
xxx
xxx

 

 
(f) x x x

x x x
x x

1 2 3

1 2 3

1 3

3
2 2

2 1

+ − =
+ − =

− − =
 

  

 
 
Aufgabe 6.6: 
 
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem 
 

23
332
1

321

321

321

=⋅+⋅+
=⋅+⋅+⋅
=−+

xxax
xaxx
xxx

 

 
mit a ∈R . Für welche Werte von a hat das Gleichungssystem eine eindeutige Lösung, keine 
Lösung bzw. unendlich viele Lösungen? 
 
 
Aufgabe 6.7: 
 
Bestimmen Sie den jeweiligen Rang der folgenden Matrizen: 
 
(a) 2 1 0

1 0 2
3 1 4−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

 

(b) 1 0 2 1
3 1 1 0
0 2 0 1
0 1 1 1
4 1 1 1

−
−

−
−
−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

 

 
 
Aufgabe 6.8: 
 
Bestimmen Sie zu den folgenden Matrizen jeweils die inverse Matrix: 
 
(a) − −⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

4 5
1 2

 
(b) 1 0 2

4 1 2
0 1 0

−
⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
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Aufgabe 6.9: 
 

Zeigen Sie, dass für die Matrix A =
−
−

−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

1 0 1
2 1 3
0 1 2

 gilt: 

( ) ( )A A-1T T−
=

1
. 
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Aufgabe 1.3: 
 
(a) Es handelt sich um eine Tautologie. 
 
(b) ( )( ) ( )( )RQPRQP ⇒⇒⇔⇒⇒  ist keine Tautologie: für die Belegung von P, Q und 

R jeweils mit FALSCH ergibt sich links der Wahrheitswert WAHR (da P den Wahrheits-
wert FALSCH besitzt) und rechts der Wahrheitswert FALSCH (da QP ⇒  den Wahr-
heitswert WAHR und R den Wahrheitswert FALSCH hat).  

 
(c) Es handelt sich um eine Tautologie. 
 
(d) ( ) ( )PQQP ⇒⇒⇒  ist keine Tautologie: für die Belegung von P mit dem Wahrheits-

wert FALSCH und von Q mit dem Wahrheitswert WAHR ergibt sich insgesamt der Wahr-
heitswert FALSCH. 

 
(e) Es handelt sich um eine Tautologie. 
 
 
Aufgabe 1.4: 
 
Zu zeigen ist, dass <  reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist. 
 
Da nn ⋅= 1  ist, teilt n die Zahl n ohne Rest, d.h. nn < ; <  ist reflexiv. 
 
Aus mn <  und nm <  folgt knm ⋅=  und hmn ⋅=  mit natürlichen Zahlen 0>k  und 0>h . 
Daher ist mn ≤  und nm ≤ , also mn = . 
 
Aus mn <  und lm <  folgt knm ⋅=  und hml ⋅=  mit natürlichen Zahlen 0>k  und 0>h . 
Daher ist ( )hknl ⋅⋅= , d.h. n teilt l ohne Rest bzw. ln < . 
 
Diese Relation ist keine totale Ordnungsrelation: Beispielsweise gilt weder 73<  noch 37 < . 
 
 
Aufgabe 1.5: 
 
Wegen nmmn +=+  ist ( ) ( )mnmn  , , ≈  (Reflexivität). 
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Es gelte ( ) ( )lkmn  , , ≈ , d.h. kmln +=+ . Dann gilt auch nlmk +=+ , also ( ) ( )mnlk  , , ≈  
(Symmetrie). 
 
Aus ( ) ( )lkmn  , , ≈  und ( ) ( )hglk  , , ≈  folgt kmln +=+  und glhk +=+ . Daher gilt 

glkmhkln +++=+++ . Die linke Seite kann geschrieben werden als ( ) ( )klhn +++ , die 

rechte Seite als ( ) ( )klgm +++ . Aus Axiom 4 der natürlichen Zahlen folgt daraus 

gmhn +=+ , d.h. ( ) ( )hgmn  , , ≈  (Transitivität). 
 
Für ( )12 ,10=x  gilt ( )[ ]≈∈ 5 3,x ; für ( )10 ,12=y  gilt ( )[ ]≈∈ 3 5,y ; für ( )2 ,2=z  gilt 

( )[ ]≈∈ 3 3,z .  

 
( )[ ]≈5 3,  ist die Menge aller Paare ( )mn  ,  mit 2+= nm : ( )[ ] ( ){ }   2 , 5 3, N∈+=≈ nnn . 

( )[ ]≈3 5,  ist die Menge aller Paare ( )mn  ,  mit 2+= mn : ( )[ ] ( ){ }    ,2 3 5, N∈+=≈ nnn . 

( )[ ]≈3 3,  ist die Menge aller Paare ( )mn  ,  mit mn = : ( )[ ] ( ){ }    , 3 3, N∈=≈ nnn . 

 
 
Aufgabe 1.6: 
 
(a) Es gelte ba ≈ . Zu zeigen ist [ ] [ ]≈≈ ⊆ ba  und [ ] [ ]≈≈ ⊆ ab : 
 

Es sei [ ]≈∈ ac . Dann gilt ac ≈ . Wegen der Transitivität von ≈  gilt bc ≈ , d.h. [ ]≈∈ bc . 

Genauso zeigt man [ ] [ ]≈≈ ⊆ ab . 
 
Es gelte umgekehrt [ ] [ ]≈≈ = ba . Zu zeigen ist ba ≈ : 
 
Wegen [ ]≈∈ aa  (Reflexivität) ist auch [ ]≈∈ ba , also ba ≈ . 

 
(b) Ist ba ≈ , dann ist nach (a) [ ] [ ]≈≈ = ba . Es sei [ ] [ ]≈≈ ∩∈ bax . Dann gilt ax ≈  und 

bx ≈ . Mit der Symmetrie und der Transitivität der Äquivalenzrelation folgt nacheinan-
der: xa ≈ , bx ≈  und ba ≈ . Mit (a) ist daher [ ] [ ]≈≈ = ba . Enthalten also zwei Äquiva-
lenzklassen ein gemeinsames Element, dann sind sie schon gleich. Daher ist für jedes 

Ma∈  und jedes Mb∈  entweder [ ] [ ]≈≈ = ba  oder [ ] [ ] ∅=∩ ≈≈ ba . 
 
(c) Offensichtlich gilt [ ] Ma

Ma
⊆≈

∈
U ; denn alle Äquivalenzklassen bestehen aus Elementen 

von M. Ist umgekehrt Mx∈ , dann ist wegen der Reflexivität ( xx ≈ ): [ ]≈∈ xx , also 
[ ]≈

∈
∈ ax

Ma
U d.h. [ ]≈

∈
⊆ aM

Ma
U . 
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Aufgabe 1.7: 
 
Die Länge der längeren Seite eines Blatts im DIN-A-0-Format sei h, die der kürzeren Seite sei 
b. Wenn man das Blatt einmal faltet, bleibt das Seitenverhältnis „(Länge der längeren Seite) 
zu (Länge der kürzeren Seite)“ erhalten. Es gilt also (da die kürzere Seite nach der Faltung die 
Länge 2h  und die längere Seite die Länge b aufweisen): 
 

1

2
2

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅==

b
h

h
b

b
h , 

 

also 2=
b
h  bzw. bh ⋅= 2 . 

 
Im DIN-A-4-Format hat die längere Seite die Länge 4h  und die kürzere Seite die Länge 

4b . Die Fläche eines Blatts im DIN-A-0-Format beträgt 1 2m , d.h. 1=⋅bh  bzw. hb 1= . 

Das ergibt hbh 122 ⋅=⋅=  und 22 =h  bzw. 4122 ==h . Die längere Seite eines 

Blatts im DIN-A-4-Format ist also gleich m 2
4
1 41⋅  = 29,7302 cm.  

 
 
Aufgabe 1.8: 
 
(a) Die Behauptung gilt für 0=n . Sie gelte für n. Zu zeigen ist, dass aus dieser Annahme 

auch die Gültigkeit der Formel für 1+n  folgt. 
 

 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ).
6

11221
6

61392
6

16121

annahmeInduktionsnach       1
6

121

1

23

2

2

2

0

2
1

0

2

++⋅⋅+⋅+
=

+⋅+⋅+⋅
=

+⋅++⋅⋅+⋅
=

++
+⋅⋅+⋅

=

++= ∑∑
=

+

=

nnn

nnn

nnnn

nnnn

nii
n

i

n

i

 

 
 Die Formel gilt also auch für 1+n . 
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(b) Die Behauptung gilt für 0=n . Sie gelte für n. Zu zeigen ist, dass aus dieser Annahme 
auch die Gültigkeit der Formel für 1+n  folgt. 

 

 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

( )( ) .11

3212
annahmeInduktionsnach         1121

1121212

2

2

2
0

1

0

++=

+⋅++⋅+=

++⋅++=

++⋅++⋅=+⋅ ∑∑
=

+

=

n

nnn
nn

nii
n

i

n

i

 

 
(c) Die Behauptung gilt für 0=n . Sie gelte für n. Zu zeigen ist, dass aus dieser Annahme 

auch die Gültigkeit der Formel für 1+n  folgt. 
 

 

.12
122

annahmeInduktionsnach      212

222

2

1

11

1

0

1

0

−=

−⋅=

+−=

+=

+

+

++

+

=

+

=
∑∑

n

n

nn

n
n

i

i
n

i

i

 

 
(d) Für 6=n  ist 729244 2 −=<=⋅ nn . 

 
Die Behauptung gelte für 6≥n . Zu zeigen ist, dass aus dieser Annahme auch die Gül-
tigkeit der Formel für 1+n  folgt. 
 

( ) ( ) ( ) ( ) 71323474414 222 −+=−⋅+−<+−<+⋅=+⋅ nnnnnn . 
 
Die erste Ungleichung ist die Induktionsannahme, die zweite gilt wegen 236 >≥n . 

 
(e) Für 0=n  ist die Summe eine Quadratzahl, nämlich gleich 0. Die Behauptung, dass 

∑
=

n

i
i

0

3  eine Quadratzahl ist, gelte für n. Zu zeigen ist, dass aus dieser Annahme folgt, 

dass auch ∑
+

=

1

0

3
n

i
i  eine Quadratzahl ist. 

 
Zunächst werden einige kleinere Werte von n ausprobiert: 
 

 0=n  : 23 00 =  
1=n   : 233 110 =+  
2=n  : 2333 39210 ==++  

3=n  : 23333 6363210 ==+++  
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4=n  : 233333 1010043210 ==++++  
5=n  : 2333333 15225543210 ==+++++  
6=n  : 23333333 214416543210 ==++++++ . 

 
Die Folge der auftretenden Zahlen, die quadriert vorkommen, ist 0, 1, 3, 6, 10, 15, 21. 

Diese Zahlen haben die Form ( )
2

1+⋅ kk  . Die Vermutung liegt daher nahe, dass  

 

( ) 2

0

3

2
1
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅

=∑
=

nni
n

i
 

 
gilt. Für n = 0, 1, ..., 6 stimmt diese Vermutung. Die Behauptung gelte für n. Dann ist 
 

 

( ) ( )

( ) ( ) .
2

21
4

412136

annahmeInduktionsnach    1
2

1

2

234

3
21

0

3

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅+

=

+⋅+⋅+⋅+
=

++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅

=∑
+

=

nn

nnnn

nnni
n

i

 

 
 Also stimmt die Behauptung auch für 1+n . 

 
(f) Für alle N∈n  mit 5≥n  ist 22 nn > : Für 5=n  stimmt die Behauptung 

( 25 525322 =>= ). Sie gelte für 5≥n . Dann ist 

  ( )2222221 11252222 +=+⋅+>⋅+≥+=⋅>⋅=+ nnnnnnnnnn .  
Die Behauptung gilt also auch für 1+n .   

 
 Für alle N∈n  mit 10≥n  ist 32 nn > : Für 10=n  stimmt die Behauptung 

( 310 10100010242 =>= ). Sie gelte für 10≥n . Dann ist  

 ( ) .1 133                                                       

333102222
323

22223233331

+=+⋅+⋅+>

+⋅+⋅+⋅+=⋅+≥+=⋅>⋅=+

nnnn

nnnnnnnnnnnn

 

 
 Für alle N∈n  mit 17≥n  ist 42 nn > : Für 17=n  stimmt die Behauptung 

( 417 10000.10131.0722 =>= ). Sie gelte für 17≥n . Dann ist  

 
( ) .11464                                    

2464172222
4234

333334344441

+=+⋅+⋅+⋅+>

⋅++⋅+⋅+⋅+=⋅+≥+=⋅>⋅=+

nnnnn

nnnnnnnnnnnnn

 

 



40 Lösungen der Übungsaufgaben 
 

 Es sei N∈k  eine feste natürliche Zahl mit 1≥k . Für k = 1, 2, 3, 4 gilt kn n>2  für fast 
alle N∈n  (für k = 1 ist es klar, für k = 2, 3, 4 siehe die obigen Induktionsbeweise). Es 
gelte 5≥k . Es wird kn 20 =  gesetzt. Dann gilt für jedes 0nn ≥ : kn n>2 ; denn: 

 

 Für den Induktionsanfang wird kn 2=  gesetzt: ( ) ( )kkkn k

2222
22 =>= , denn nach 

obigem Induktionsbeweis ist 22 kk >  für jedes 5≥k . Es gelte kn n>2  für knn 20 =≥ . 

Zu zeigen ist, dass aus dieser Annahme ( )kn n 12 1 +>+  folgt. 
 
 ( ) 1111 1222222 −−−+ +⋅−+=⋅+≥+=⋅>⋅= kkkkkkkkkknn nnnnnnnn . 
 
 Gemäß Hinweis in der Aufgabenstellung ist ( ) k

kkkk ananann ++⋅+⋅+=+ −−  ... 1 2
2

1
1  mit 

 12
1

−=∑
=

k
k

i
ia . Formt man diese Formel noch etwas um, so erhält man 

 ( ) ( ) 11

1

2
2

1
1 12 ... 1 −−

=

−− ⋅−+=⋅⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+≤++⋅+⋅+=+ ∑ kkkk

k

i
i

k
k

kkkk nnnanananann . 

 Diese Ungleichung wird oben eingesetzt, und man erhält: 
 
 ( ) ( ) ( )kkkkkkkkn nnnnnn 112122 1111 +≥⋅−+>+⋅−+> −−−+ . 
 
(g) Hier wird vollständige Induktion über k durchgeführt: 
 
 Für 120 ==n  ist ( ) 11100)1( +⋅−==T . Die Behauptung gelte für kn 2= . Zu zeigen 

ist, dass aus dieser Annahme die Gültigkeit der Formel auch für 12 += kn  folgt.  
 

 
( ) ( )

( )( )
.12

annahmeInduktionsnach       121212
12222

1

1

11

+⋅=

−++⋅−⋅=

−+⋅=

+

+

++

k

kk

kkk

k
k

TT
 

 
 
Aufgabe 1.9: 
 

(a) ( )∑∑
==

+⋅=⋅
4

0

2
5

1

2 122
ki

ki . 

 

(b) ∑ ∑
−= =

=
+

3

2

6

1

1
3

1
i n ni

. 
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(c) ∑∑
=

+

−=

+ =
6

1

72
4

1

112

n

n

m

m aa . 

 
Aufgabe 1.10:    
 

(a) 

.44

44444242

12

1

1

22
2

2

12
2

2

1)2(2
2

2

142

−−

+

+=

−

=

−
−

−=

+

=

−
−

−=

+

=

−
−

−=

+

=

−

−=

−=−=−=− ∑∑∑∑∑∑∑∑
mn

m

ni

i
m

ni

i
m

ni

i
m

ni

i
m

ni

i
m

ni

i
m

ni

i
m

ni

i

 

 

(b) m
m m

m
m m

m
mm m m mm+

+ =
+

+
+

=
+
+

=
= = = ==
∑ ∑ ∑ ∑∑1

1
1

1
1

1
1

4
1

4

2

5

1

4

1

4

1

4

. 

 
 
Aufgabe 1.11:    
 

A
i

B
i

A i B i
i i

A B i A B
i i i i+

+
+

=
+ + +
+ +

=
+ + +
+ +

=
+ +3 5

5) 3
3 5)

5 3
3 5)

1
3 5)

( ( )
( )(

( )
( )( ( )(

, 

also A B+ = 0  und 5 3 1A B+ = . Daraus folgt A =
1
2

 und B = −
1
2

. 

 
1

3 5)
1
2

1
3

1
2

1
5

1
2

9
20

1
4

1
51 1 1( )(i i i i n ni

n

i

n

i

n

+ +
=

+
−

+
= −

+
+

+
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟= = =

∑ ∑ ∑ . 

 
 
Aufgabe 1.12: 
 

( )( )
( ) ( )

x x x x

x x x x x x

i

i=
∑⎛⎝⎜

⎞
⎠
⎟ = + + +

= + + + + + +

0

100 2
100 99 0 2

200 100 99 0 99 0 2
2

 ...  

 ...   ...  

  

 
In der mittleren Summe ist die höchste Potenz 199, in der rechten Summe ist die höchste Po-
tenz 2.99 = 198. Also ist n = 200. 
 
Zur Berechnung von a50  wird die quadrierte Ausgangssumme anders aufgeteilt: 
 

( )x x x a b a ab bi

i

i

i

i

i= = =
∑ ∑ ∑⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = +

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = + = + +

0

100 2

0

50

51

100 2
2 2 22  mit a x i

i

=
=
∑

0

50

 und b x i

i

=
=
∑

51

100

. 
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Alle Potenzen in b und b2 sind größer als 50, also auch alle Potenzen in 2ab. Man braucht also 
nur a2 zu untersuchen: 
 

( )

a x a

x x x x a

a xa x a x a x a

x x x x x x x x x

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

2

0

50

2 49 50

2 49 50

0

50

0

50
2

0

50
49

0

50
50

0

50

1

=
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ ⋅

= + + + + + ⋅

= + + + + +

=
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ + ⋅

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ + ⋅

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ + + ⋅

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ + ⋅

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

=

= = = = =

∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

 ...  

 ...  

 ...  

 

 
Im ersten Summand ist der Koeffizient von x50 gleich 1, im zweiten Summand entsteht der 
Koeffizent von x50 aus 49xx ⋅  und ist gleich 1, im dritten Summand entsteht der Koeffizent 
von x50 aus 482 xx ⋅  und ist gleich 1 usw. Insgesamt kommt x50 51-mal vor, d.h. a50 = 51. 
 



 
Aufgabe 2.1: 
 
Satz 2.2-2 (i): 
 
Es sei Cc∈ . Zu zeigen ist: es gibt Aa∈  mit ( ) cafg =)(o . 
 
Da g surjektiv ist, gibt es Bb∈  mit cbg =)( . Zu b gibt es Aa∈  mit baf =)( , da f surjektiv 

ist. Dann ist ( ) ( )( ) ( ) cbgafgafg ===)(o . 
 
Satz 2.2-2 (ii): 
 
Zu zeigen ist, dass fg o linkseindeutig ist, d.h. für Aa ∈1  und Aa ∈1  folgt aus 
( ) ( ) )()( 21 afgafg oo = : 21 aa = . 
 
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) )()( 2211 afgafgafgafg oo ===  impliziert wegen der Injektivität von g: 
( ) ( )21 afaf = . Wegen der Injektivität von f folgt daraus 21 aa = . 

 
 
Aufgabe 2.2: 
 
 

{ }

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−⋅
+⋅

→

→

12
43

21\
:

x
xxf

RR
   und  

{ }
.

32
5

23\
:
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−⋅
−

→

→

x
xxg

RR
   

 

(a) Es seien { }21\1 R∈x  und { }21\2 R∈x  mit ( ) ( )21 xfxf = , d.h. 
12
43

12
43

2

2

1

1

−⋅
+⋅

=
−⋅
+⋅

x
x

x
x . 

Daraus folgt nacheinander 
 
 ( ) ( ) ( ) ( )12431243 1221 −⋅⋅+⋅=−⋅⋅+⋅ xxxx , 

 48364836 12212121 −⋅+⋅−⋅⋅=−⋅+⋅−⋅⋅ xxxxxxxx , 

 12 55 xx ⋅=⋅ , 

 12 xx = . 
 
 (b) { }( ) RR ⊆21\f . Zu zeigen bleibt: 23)( ≠xf  für jedes { }21\R∈x . 
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 Angenommen, es gilt 23)( ≠xf  für ein { }21\R∈x . Das bedeutet 
2
3

12
43
=

−⋅
+⋅

x
x . Dar-

aus folgt (nachrechnen!) der Widerspruch 294 −= . 
 

(c) Die Gleichung 
12
43

−⋅
+⋅

=
x
xy  wird nach x aufgelöst: 

32
4
−⋅
+

=
y

yx , d.h. 
1
*

−

f  lautet 

 
{ } { }

.
32

4
21\23\

:
1
*

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−⋅
+

→

→−

x
xxf

RR
 

 

(d) ( )
11

97

3
12
432

5
12
43

12
43)( +⋅−

=
−

−⋅
+⋅

⋅

−
−⋅
+⋅

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−⋅
+⋅

=
x

x
x

x
x

x
xgxfg o . 

 
 
Aufgabe 2.3: 
 

( ) ( )⎩
⎨
⎧

++→
×→××

zyyxzyx
f

 , , ,
:

RRRRR
 : 

 
Zu ( ) RR×∈vu  ,  wird gesetzt: ( ) ( )vuzyx  ,0 , , , = . 

Dann ist ( ) ( ) ( ) ( )vuvuvufzyxf  ,0 ,0 ,0 , , , =++== . Das zeigt, dass f surjektiv ist. 
 
Für die beiden verschiedenen Tripel ( )zx  ,0 ,  und ( )1 ,1 ,1 −− zx  gilt 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 ,1 ,111 ,11 , ,0 , −−=+−+−== zxfzxzxzxf  Also ist f nicht injektiv. 

 

( ) ( )⎩
⎨
⎧

+→
××→×

yyxxyx
g

 , , ,
:

RRRRR
: 

 
Das Tripel ( ) RRR ××∈1 ,3 ,1  hat kein Urbild unter g, also ist g nicht surjektiv. 
 
Es seien ( ) RR×∈11  , yx  und ( ) RR×∈22  , yx  mit ( ) ( )2211  , , yxgyxg = . Das bedeutet 
( ) ( ) ( ) ( )222222111111  , , , , , , yxgyyxxyyxxyxg =+=+= . Also gilt 21 xx =  und 21 yy = . Die 

Funktion g ist also injektiv. 
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Aufgabe 2.4: 
 

Das Beispiel R=A , R=B  und 
⎩
⎨
⎧

→
→

2:
xx
BA

f  zeigt, dass F und G nicht zueinander invers 

sind. Nimmt man etwa { } 1 =U , AU ⊆ , dann ist ( ) { }( ) { } 1  1 == fUf  und 

( )( ) { }( ) { } UfUff ≠−==
−−

 1 ,1  1 
11

. 
 
 
Aufgabe 2.5: 
 
(a) Ist die Ausgangsmenge A endlich, so ist jede Teilmenge ebenfalls endlich und damit ab-

zählbar. Die Ausgangsmenge A sei also abzählbar unendlich mit der Bijektion 
Af →N: , und es sei AB ⊆ . Ist B endlich oder AB = , so ist B abzählbar. 

 
 B sei unendlich und ∅≠BA \ . Da AB ⊆  ist, haben alle Elemente von B durch die 

Funktion Af →N:  eine Nummer. Elemente in A \ B tragen ebenfalls durch f eine 
Nummer, so dass man für die Numerierung von B nicht einfach die Funktion f nehmen 

kann; denn die Zuordnungsvorschrift 
⎩
⎨
⎧

→
→

)(
:

nfn
B

h
N

 ist keine Abbildung (für ein 

Element N∈n  mit ( ) BAnf  \ ∈  bildet h nicht nach B ab, so dass h nicht linkstotal ist).  
 
 Eine Bijektion zwischen N und B wird daher wie folgt definiert: 
  
 Bh →N:  mit  
 { }( ) )(   min)0( Bmfmfh ∈=   und   

 { } ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈=+

≤
 )(   \ )(   min)1( ifBmfmfnh

ni
U  für 0≥n . 

     
(b) Es sei A eine unendlich abzählbare Menge, aus der man n viele Elemente entfernt. Die 

Abzählung von A sei Af →N: . Die Nummern der entfernten Elemente seien 1i , ..., ji ,  

1+ji , ..., ni  mit njj iiii <<<<< +  ...  ... 11 . Dann ist die folgende Funktion g eine bijektive 

Abbildung, die ( ) ( ){ }nififA  ..., , \ 1  abzählt: 

 
 für 1im <  ist )()( mfmg = . Der Wert 1i  wird auf ( )11 +if  abgebildet, wenn 21 1 ii ≠+  

ist. Jeder Wert m mit 221 −≤≤ imi  wird auf ( )1+mf  abgebildet. Der Wert 12 −= im  

wird nicht auf ( )1+mf  abgebildet, da das Element ( )2if  ja gerade entfernt wurde. 
Vielmehr wird 12 −= im  auf ( ) ( )212 +=+ mfif  abgebildet (falls 3i  nicht gerade gleich 
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12 +i  ist. Jedes m mit 31 32 −≤≤− imi  wird auf  ( )2+mf  abgebildet. Den Werten m 

mit 42 43 −≤≤− imi  wird jeweils ( )3+mf  zugeordnet usw. Allgemein lautet die Ab-

bildungsvorschrift zur Numerierung von ( ) ( ){ }nififA  ..., , \ 1 : 

 

 

( ) ( ){ }

( ) ( ) ( )
( )⎪

⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−≥+
<≤+−≤≤−−+

<
→

→

+ .   
1für 

1mit   11für 
für )(
 ..., , \ 

:
1

1

1

nimnmf
njjimjijmf

immf
m

ififA

g

n

jj

nN

 

 
 
(c) Zu zeigen ist, dass die Vereinigung abzählbar vieler abzählbarer Mengen wieder ab-

zählbar ist. Es wird hier nur der Fall gezeigt, dass alle beteiligten Mengen unendlich ab-
zählbar sind (siehe Bemerkung am Ende der Lösung). 

 
 Es sei I eine abzählbare unendliche Menge mit einer Numerierung durch die Bijektion 

If →N: . Die Mengen iA  für Ii∈  seien jeweils unendlich abzählbar mit der Bijekti-

on ii Ag →N: . Ist Ii∈  mit ( )infi =  mit einer eindeutig bestimmten Nummer in , so 

lässt sich die Menge iA  = ( )infA  darstellen als 

 

 
{ }

( ) ( ) ( ){ }... ,)2( ),1( ),0( 
... ,)2( ),1( ),0( 

iii nfnfnf

iiii

ggg
gggA

=
=

. 

 
 Es wird eine Abzählung (Bijektion) i

Ii
Ah

∈
→ UN:  angegeben. Dazu ist zu beachten, 

dass es für jedes N∈n  nur endlich viele Zahlen j und k mit nkj =+  gibt:  
 

 0=n : 0== kj , 
 1=n : 0 und 1  ,1 und 0 ==== kjkj , 

 2=n : 0 und 2 ,1 und 1  ,2 und 0 ====== kjkjkj , 
 ... 
 mn = : 0 und  ..., ,1 und 1  , und 0 ==−==== kmjmkjmkj . 
 
 Die Elemente von i

Ii
A

∈
U  werden in folgender Reihenfolge abgezählt: 

 
 Zuerst kommen alle Elemente der Form )()( kg jf  mit 0=+ kj  (das ist nur das Element 

)0()0(fg ); dann kommen alle Elemente )()( kg jf  mit 1=+ kj  (das sind die Elemente 

)1()0(fg  und )0()1(fg ); anschließend kommen die Elemente )()( kg jf  mit 2=+ kj  (das 
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sind die Elemente )2()0(fg , )1()1(fg  und )0()2(fg ) usw. Zu beachten ist, dass )()( kg jf  

das k-te Element in der Menge ( )jfA  ist mit der für ( )jfA  „zuständigen“ Abzählung  

)()( : jfjf Ag →N . 

 
 Der Anfang der Abzählung lautet also: 
 
 )0()0(fg , )1()0(fg , )0()1(fg , )2()0(fg , )1()1(fg , )0()2(fg , ... 

 
 Ähnlich wie bei der Abzählung der positiven rationalen Zahlen wird nun eine Bijektion 

i
Ii
Ah

∈
→ UN:  konstruiert: 

 
 Zu jedem N∈n  mit 0>n  gibt es eine eindeutig bestimmte Zahl N∈m  mit 

( ) ( ) ( )
2

21
2

1 +⋅+
<≤

+⋅ mmnmm . Die folgende Tabelle zeigt einige Werte von n und m: 

 
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 
m 1 1 2 2 2 3 3 3 3 4 4 4 4 4 5 5 

 

 Jede dieser Zahlen n hat also eine eindeutige Darstellung ( ) kmmn +
+⋅

=
2

1  mit 

mk ≤≤0 . Die Zuordnung ( )
( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎩
⎨
⎧

≥−=
=

→

×→
′

1für  , ,
0für 0 ,0:

21 nkmknn
n

nh
NNN

 ist daher eine 

bijektive Abbildung (Abzählung von NN× ), mit deren Hilfe man nun i
Ii
Ah

∈
→ UN:  

angeben kann: 
 

 
( )( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

′=→

→
∈

)( ,mit  
:

2121
nhnnngn

A
h

nf

i
Ii
UN

. 

 
 Bemerkung: Ist die Indexmenge I endlich, so kann man  i

Ii
A

∈
U  ähnlich abzählen wie die 

positiven rationalen Zahlen (als Paare natürlicher Zahlen). Ist eine der be-
teiligten Mengen iA  mit ( )infi =  endlich, etwa 

   ( ) ( ) ( ) ( ){ } )1( ..., ,)2( ),1( ),0( −= lggggA
iiii nfnfnfnfi , so ist die obige Abbil-

dung h′  so abzuwandeln, dass in ihrem Bild keine Paare ( )2 , nni  mit 

ln ≥2  entstehen.  
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Aufgabe 2.6: 
 
Offensichtlich ist aa f~ . Es gelte ba f~ , d.h. )()( bfaf = , also auch )()( afbf =  bzw. 

ab f~ . Aus ba f~  und cb f~  folgt )()( bfaf =  und )()( cfbf = , also )()( cfaf = , d.h. 

ca f~ . 

 
Ist f injektiv, so bestehen die Äquivalenzklassen von f~  aus einelementigen Mengen: 

[ ] { }  ~ aa
f
= . 



Aufgabe 3.1: 
 
(a) Von den sechs aufeinanderfolgenden Zahlen 5−p , 4−p , 3−p , 2−p , 1−p  und p 

sind genau zwei durch 3 teilbar. Die Primzahl p und die Zahl 3−p  sind nicht durch 3 
teilbar. Ist 3) (mod 1≡p , dann ist 3) (mod 01 ≡−p  und 1−p  durch 3 teilbar. Ist 

3) (mod 2≡p , dann ist 3) (mod 035 ≡−≡−p  und 5−p  durch 3 teilbar. Beide Zahlen 
5−p  und 1−p  sind gerade. Daher ist 6 ein Teiler von 1−p  oder von 5−p .  

 
(b) Es seien n, 1+n , 2+n , 3+n , 4+n  und 5+n  mit 3>n  gegeben. Ist keine dieser Zah-

len eine Primzahl, so stimmt die zu beweisende Behauptung. 
 

 Ist 3>n  Primzahl, so sind 1+n , 3+n  und 5+n  als gerade Zahlen keine Primzahl. Ist 
4+n  Primzahl, so ist nach Aufgabe (a) 3+n  oder 1−n  durch 6 teilbar. Ist 3+n  durch 

6 teilbar, dann auch durch 3, und folglich ist auch ( ) 33 −+= nn  durch 3 teilbar, was 
aber der Annahme widerspricht, 3>n  sei Primzahl. Also ist 1−n  durch 6 (und damit 
auch durch 3) teilbar. Daraus folgt, dass ( ) 312 +−=+ nn  durch 3 teilbar ist. Sind also n 
und 4+n  Primzahlen, so sind unter n, 1+n , 2+n , 3+n , 4+n  und 5+n  keine weite-
ren Primzahlen. 

 
 Sind n und 2+n  Primzahlen, so sind nach Aufgabe (a) 1+n  oder 3−n  durch 6 teilbar. 

Wieder scheidet 3−n  aus (denn sonst wäre ( ) 33 +−= nn  durch 3 teilbar). Also ist 

1+n  durch 6 und damit auch durch 3 teilbar, und folglich ist ( ) 314 ++=+ nn  durch 3 
teilbar. Sind daher n und 2+n  Primzahlen, so sind unter n, 1+n , 2+n , 3+n , 4+n  
und 5+n  keine weiteren Primzahlen. 

 
 Geht man anstelle von n als Primzahl von einer anderen der Zahlen n, 1+n , 2+n , 

3+n , 4+n  und 5+n  als Primzahl aus, so argumentiert man genauso. 
 
 
Aufgabe 3.2: 
 
Die 30 aufeinanderfolgenden Zahlen seien 29 ..., ,1 , ++ nnn . Sind die ersten fünf Zahlen 
sämtlich zusammengesetzt, so ist nichts mehr zu zeigen. Daher wird angenommen, dass unter 
den ersten fünf Zahlen eine Primzahl 31≥p  ist (dabei sei p die kleinste Primzahl mit dieser 
Eigenschaft).  Es ist 4+≤ np . Nach Aufgabe 3.1 (a) ist 6 ein Teiler von 1−p  oder von 

5−p . 
 
1. Fall: 6) (mod 1≡p , d.h. 2) (mod 1≡p  und 3) (mod 1≡p  
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 Ist 5) (mod 1≡p  dann sind die fünf aufeinanderfolgenden Zahlen 1+p , ..., 5+p  zu-

sammengesetzt, denn es gilt: 2) (mod 01 ≡+p , 3) (mod 02 ≡+p , 2) (mod 03 ≡+p , 
5) (mod 04 ≡+p  und 2) (mod 05 ≡+p . 

 
 Ist 5) (mod 2≡p  dann sind die fünf aufeinanderfolgenden Zahlen 17+p , ..., 21+p  

zusammengesetzt, denn es gilt: 2) (mod 017 ≡+p , 5) (mod 018 ≡+p , 
2) (mod 019 ≡+p , 3) (mod 020 ≡+p  und 2) (mod 021 ≡+p . Es ist 

 292521421 +<+=++≤+ nnnp  
 
 Ist 5) (mod 3≡p  dann sind die fünf aufeinanderfolgenden Zahlen 11+p , ..., 15+p  

zusammengesetzt, denn es gilt: 2) (mod 011 ≡+p , 5) (mod 012 ≡+p , 
2) (mod 013 ≡+p , 3) (mod 014 ≡+p  und 2) (mod 015 ≡+p . 

 
 Ist 5) (mod 4≡p  dann sind die fünf aufeinanderfolgenden Zahlen 5+p , ..., 9+p  zu-

sammengesetzt, denn es gilt: 2) (mod 05 ≡+p , 5) (mod 06 ≡+p , 2) (mod 07 ≡+p , 
3) (mod 08 ≡+p  und 2) (mod 09 ≡+p . 

 
2. Fall: 6) (mod 5≡p , d.h. 2) (mod 1≡p  und 3) (mod 2≡p  
 
 Ist 5) (mod 1≡p  dann sind die fünf aufeinanderfolgenden Zahlen 13+p , ..., 17+p  

zusammengesetzt, denn es gilt: 2) (mod 013 ≡+p , 5) (mod 014 ≡+p , 
2) (mod 015 ≡+p , 3) (mod 016 ≡+p  und 2) (mod 017 ≡+p . 

 
 Ist 5) (mod 2≡p  dann sind die fünf aufeinanderfolgenden Zahlen 7+p , ..., 11+p  

zusammengesetzt, denn es gilt: 2) (mod 07 ≡+p , 5) (mod 08 ≡+p , 
2) (mod 09 ≡+p , 3) (mod 010 ≡+p  und 2) (mod 011 ≡+p . 

 
 Ist 5) (mod 3≡p  dann sind die fünf aufeinanderfolgenden Zahlen 1+p , ..., 5+p  zu-

sammengesetzt, denn es gilt: 2) (mod 01 ≡+p , 5) (mod 02 ≡+p , 2) (mod 03 ≡+p , 
3) (mod 04 ≡+p  und 2) (mod 05 ≡+p . 

 
 Ist 5) (mod 4≡p  dann sind die fünf aufeinanderfolgenden Zahlen 3+p , ..., 7+p  zu-

sammengesetzt, denn es gilt: 2) (mod 03 ≡+p , 3) (mod 04 ≡+p , 2) (mod 05 ≡+p , 
5) (mod 06 ≡+p  und 3) (mod 07 ≡+p . 

 
Die 30 aufeinanderfolgenden Zahlen seien 1a , 2a , 3a , 4a , 5a , 6a , 7a , 8a , 9a , 10a , 11a , 12a , 

13a , ..., 30a .  Nach Aufgabe 3.1 (b) sind unter 1a , 2a , 3a , 4a , 5a , 6a  höchstens zwei Primzah-
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len. Sind es 1a  und 3a , so kann die nächstmögliche Primzahl 7a  sein; genauso verhält es sich, 

wenn es 1a  und 5a  sind. Die an 7a  nächstmöglichen anschließenden Primzahlen können ent-

weder 9a  oder 11a  und dann erst wieder 13a  sein usw. Da es 5 Sechserblöcke aufeinanderfol-

gender Zahlen sind, gibt es insgesamt also unter den 30 Zahlen höchstens 10 Primzahlen.    
  
 
Aufgabe 3.3: 
 

∑∑
=

⋅

=

⋅ ⋅=⋅=
3

0

i2
3

0

i2 1012101212121212
ii

. Wegen 11) (mod 112 ≡  und 11) (mod 110 −≡  ist 

( ) 11) (mod 4111012
3

0

i2
3

0

i2 =−⋅≡⋅ ∑∑
=

⋅

=

⋅

ii
. 

 
67810345101212345678 36 +⋅+⋅= . Es ist 250) (mod 0103 ≡ , also 

250) (mod 178678678103451012 36 ≡≡+⋅+⋅ . 
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Aufgabe 3.4: 
 
(a) Für jedes Z∈a  ist entweder a gerade oder a ungerade. Im ersten Fall ist ka ⋅= 2  mit 

Z∈k , im zweiten Fall ist 12 +⋅= ka  mit Z∈k . Dann ist entweder 22 4 ka ⋅=  oder 
144 22 +⋅+⋅= kka . Daher ist entweder 04 mod 2 =a  oder 14 mod 2 =a . 

 

(b) Die Zahlen 11, 111, 1111, 11111, ... haben die Form { { ∑
−

=

⋅=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==

1

010mal-mal-

1011 ... 11 ... 1
n

i

i

nn

a  mit 

2≥n . Wäre a ein Quadrat, so ist nach Aufgabe (a) 04 mod =a  oder 14 mod =a . Da 
4) (mod 210 ≡  gilt, ist 4) (mod 210 ii ≡  und 

 4) (mod 3112 210
1

0

1

0
≡−≡−=≡= ∑∑

−

=

−

=

n
n

i

i
n

i

ia ; 4) (mod 112 −≡−n  gilt wegen 2≥n . Da-

her ist die Zahl a kein Quadrat. 
 
  Die Zahlen (in Dezimalschreibweise) 101, 10101, 1010101, 101010101, ... haben die 

Form ( )∑
−

=

⋅=
1

0

2101
n

i

ia  mit 2≥n . Es gilt 14 mod =a , also geht die Argumentation über 

Aufgabe (a) nicht.  
 

Angenommen, a ist ein Quadrat, d.h. 2ma = . Dann ist ( ) ( )1111 2 +⋅−=−=− mmma . 

Da 1−a  gerade ist, kann m nicht gerade sein; denn dann ist ( ) ( )11 +⋅− mm  ungerade. 
Also hat m die Form 12 +⋅= km  mit N∈k . Dann ist 

( ) ( ) ( )142221 +⋅⋅=+⋅⋅⋅=− kkkka . Es ist ( )∑
−

=

=−
1

1

2101
n

i

ia  und 

( ) ( )∑∑
−

=

−

=

−
⋅=⋅=

− 2

0

2
1

1

12 10251025
4

1 n

i

in

i

ia , d.h. 
4

1−a  endet mit der Dezimalziffernfolge 25. 

Es ist 010 kkk +⋅′=  mit N∈′k ,  N∈0k  und 90 0 ≤≤ k  ( 0k  ist die niedrigstwertige 

Dezimalziffer von k). Dann ist  
 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .  1121010

110101

000
2

00

+⋅++⋅⋅⋅′+⋅′=

++⋅′⋅+⋅′=+⋅

kkkkk

kkkkkk
 

 
Die letzte Dezimalziffer des Produkts ( )100 +⋅ kk  bestimmt also die letzte Dezimalziffer 

von 
4

1−a , die gleich 5 ist. Die folgende Tabelle gibt alle Möglichkeiten der letzten De-

zimalziffer von ( )100 +⋅ kk  an: 
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0k  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

( )100 +⋅ kk  0 2 6 12 20 30 42 56 72 90 

letzte Ziffer 0 2 6 2 0 0 2 6 2 0 
 

Man sieht, dass die Ziffer 5 nicht vorkommt. Daher ist die Annahme, a sei ein Quadrat, 
falsch. 

 
 
Aufgabe 3.5: 
 
Es werden nur die nichtnegativen a ∈Z  untersucht, da a 2 0≥  ist. 
 
1. Fall: a ist einstellig, d.h. a a∈ ≤ ≤N mit 0 9 . 
 
Die folgende Tabelle zeigt alle Werte 2a   für a a∈ ≤ ≤N mit 0 9 : 
 

a 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
a2 0 1 4 9 16 25 36 49 64 91 

 
Man sieht: Für diese Werte gilt ( ) 45100 mod 2 ≠a . 
 
2. Fall: a ist zweistellig, d.h. 10 99≤ ≤a . 
 
a hat die Form a a a= ⋅ +1 010  mit { } 9 , ... ,1 1 ∈a  und { } 9 , ... ,1 ,0 0 ∈a . Es ist 

2
010

2
1

2 20100 aaaaa +⋅⋅+⋅= , d.h. (a2 mod 100) = ( ) 100 mod 20 2
010 aaa +⋅⋅ . Die zu untersu-

chende Behauptung reduziert sich also auf die Frage, ob es eine Zahlenkombination a0  und 

a1  gibt, so dass 4510020 2
010 +⋅=+⋅⋅ kaaa  für ein k ∈N  ist.  Die letzte Ziffer ist dabei eine 

5. Der Anteil 1020 aa ⋅⋅  liefert eine Zahl mit Endziffer 0, d.h. der einzige Kandidat, der 5 bzw. 

45 liefern könnte, ist a0
2 . Obige Tabelle zeigt, daß nur a0 5=  in Frage kommt. In diesem 

Fall ist 2510020 1
2

010 +⋅=+⋅⋅ aaaa , d.h. ( ) 4525=100 mod 20 2
010 ≠+⋅⋅ aaa . 

 
3 Fall: a hat mehr als zwei Stellen, d.h. a ≥ 100 . 
 
Dann ist  a a a a am

m= ⋅ + + ⋅ + ⋅ +−
−

1
1

2 1 010 100 10 ...  . 

Es wird x a am
m= ⋅ + + ⋅−
−

1
1

210 100 ...   und y a a= ⋅ +1 010  gesetzt, d.h. a = x + y. Für y gilt 
0 99≤ ≤y . Nun ist  
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( ) ( )( ) ( )( ) ( )100 mod =100 mod 2=100 mod +=100 mod 22222 yyyxxyxa +⋅⋅+ . 
 
Aufgrund der Überlegungen zum 1. und 2. Fall ergibt 100 mod 2y  mit 0 99≤ ≤y  aber nicht 
den Wert 45. 
 
 
Aufgabe 3.6: 
 
Für 0=n  und 1=n  ist 1+n  ein Teiler von 12 +n . 
 
Es sei 2≥n . Es gilt ( ) nnn ⋅−+=+ 211 22 . Wäre 1+n  ein Teiler von 12 +n , dann wäre 1+n  
ein Teiler von n⋅2 . Wegen 21 >+n  ist 1)1 ,( =+nnggT , und somit wäre 1+n  ein Teiler 
von 2. Das ist wegen 21 >+n  nicht möglich. Also ist für 2≥n  der Wert 1+n  kein Teiler 
von 12 +n . 
 
 
Aufgabe 3.7: 
 
 (a) Für jedes N∈n  mit 5) (mod 1≡n  gilt 5) (mod  0511414 22 ≡=+⋅≡+⋅n . Ebenso gilt 

für jedes N∈n  mit 5) (mod 41 ≡−≡n : 5) (mod  0511414 22 ≡=+⋅≡+⋅n . Für jedes 

[ ]51∈n  oder [ ]41∈n  gilt 5) (mod  014 2 ≡+⋅n ; das sind unendlich viele Werte. 
 
(b) Für jedes N∈n  mit 13) (mod 4≡n  ist 13) (mod  06514 2 ≡≡+⋅n . Ebenso gilt für je-

des N∈n  mit 13) (mod 9≡n  ist 13) (mod  032514 2 ≡≡+⋅n .  
 
(c) Für jedes N∈n  mit 17) (mod 2≡n  ist 17) (mod  01714 2 ≡≡+⋅n . Ebenso gilt für je-

des N∈n  mit 17) (mod 15≡n  ist 17) (mod  090114 2 ≡≡+⋅n . 
 
 
Aufgabe 3.8: 
 
(a) 13 ,7 1,15) 28,( −=== baggT .  
 
(b) 7 ,3 6,84) 8,91( −=== baggT . 
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Aufgabe 3.9: 
 
(a) Für 0=a  ist  0=ia  für 121 ≤≤ i . Die übrigen Werte können der folgenden Tabelle 

entnommen werden. 
 

13 mod a  12 ..., ,1für   13 mod =iai  

1 1  12 ..., ,1für =i  
2 2,  4,  8,  316 ≡ ,  6,  12,  1124 ≡ , 922 ≡ ,  518 ≡ ,  10,  720 ≡ ,  114 ≡  
3 3,  9,  127 ≡ ,  3,  9,  127 ≡ ,  3,  9,  127 ≡ ,  3,  9,  127 ≡  
4 4, 316 ≡ , 12, 948 ≡ , 1036 ≡ , 140 ≡ , 4, 316 ≡ , 12, 948 ≡ , 1036 ≡ , 

140 ≡  
5 5, 1225 ≡ , 860 ≡ , 140 ≡ , 5, 1225 ≡ , 860 ≡ , 140 ≡ , 5, 1225 ≡ , 860 ≡ , 

140 ≡   
6 6, 1036 ≡ , 860 ≡ , 948 ≡ , 254 ≡ , 12, 772 ≡ , 342 ≡ , 518 ≡ , 430 ≡ , 

1124 ≡ , 166 ≡  
7 7, 1049 ≡ , 570 ≡ , 935 ≡ , 1163 ≡ , 1277 ≡ , 684 ≡ , 342 ≡ , 821 ≡ , 

456 ≡ , 228 ≡ , 114 ≡  
8 8, 1264 ≡ , 596 ≡ , 140 ≡ , 8, 1264 ≡ , 596 ≡ , 140 ≡ , 8, 1264 ≡ , 596 ≡ , 

140 ≡   
9 9, 381 ≡ , 127 ≡ , 9, 381 ≡ , 127 ≡ , 9, 381 ≡ , 127 ≡ , 9, 381 ≡ , 127 ≡  
10 10, 9100 ≡ , 1290 ≡ , 3120 ≡ , 430 ≡ , 140 ≡ , 10, 9100 ≡ , 1290 ≡ , 

3120 ≡ , 430 ≡ , 140 ≡   
11 11, 4121 ≡ , 544 ≡ , 355 ≡ , 733 ≡ , 1277 ≡ , 2132 ≡ , 922 ≡ , 899 ≡ , 

1088 ≡ , 6110 ≡ , 166 ≡  
12 12, 1144 ≡ , 12, 1144 ≡ , 12, 1144 ≡ , 12, 1144 ≡ , 12, 1144 ≡ , 12, 1144 ≡  
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(b) Für 0=a  ist  0=ia  für 141 ≤≤ i . Die übrigen Werte können der folgenden Tabelle 

entnommen werden. 
 

15 mod a  14 ..., ,1für   15 mod =iai  

1 1  14 ..., ,1für =i  
2 2, 4, 8, 116 ≡ , 2, 4, 8, 116 ≡ , 2, 4, 8, 116 ≡ , 2, 4   
3 3, 9, 1227 ≡ , 636 ≡ , 318 ≡ , 9, 1227 ≡ , 636 ≡ , 318 ≡ , 9, 1227 ≡ , 

636 ≡ , 318 ≡ , 9  
4 4, 116 ≡ , 4, 116 ≡ , 4, 116 ≡ , 4, 116 ≡ , 4, 116 ≡ , 4, 116 ≡ , 4, 116 ≡   
5 5, 1025 ≡ , 550 ≡ , 1025 ≡ , 550 ≡ , 1025 ≡ , 550 ≡ , 1025 ≡ , 550 ≡ , 

1025 ≡ , 550 ≡ , 1025 ≡ , 550 ≡ , 1025 ≡  
6 6, 636 ≡ , 636 ≡ , 636 ≡ , 636 ≡ , 636 ≡ , 636 ≡ , 636 ≡ , 636 ≡ , 636 ≡ , 

636 ≡ , 636 ≡ , 636 ≡ , 636 ≡    
7 7, 449 ≡ , 1328 ≡ , 191 ≡ , 7, 449 ≡ , 1328 ≡ , 191 ≡ , 7, 449 ≡ , 1328 ≡ , 

191 ≡ , 7, 449 ≡  
8 8, 464 ≡ , 232 ≡ , 116 ≡ , 8, 464 ≡ , 232 ≡ , 116 ≡ , 8, 464 ≡ , 232 ≡ , 

116 ≡ , 8, 464 ≡  
9 9, 681 ≡ , 954 ≡ , 681 ≡ , 954 ≡ , 681 ≡ , 954 ≡ , 681 ≡ , 954 ≡ , 681 ≡ , 

954 ≡ , 681 ≡ , 954 ≡ , 681 ≡  
10 10, 10100 ≡ , 10100 ≡ , 10100 ≡ , 10100 ≡ , 10100 ≡ , 10100 ≡ , 10100 ≡ , 

10100 ≡ , 10100 ≡ , 10100 ≡ , 10100 ≡ , 10100 ≡ , 10100 ≡  
11 11, 1121 ≡ , 11, 1121 ≡ , 11, 1121 ≡ , 11, 1121 ≡ , 11, 1121 ≡ , 11, 

1121 ≡ ,11, 1121 ≡   
12 12, 9144 ≡ , 3108 ≡ , 636 ≡ , 1272 ≡ , 9144 ≡ , 3108 ≡ , 636 ≡ , 1272 ≡ , 

9144 ≡ , 3108 ≡ , 636 ≡ , 1272 ≡ , 9144 ≡  
13 13, 4169 ≡ , 752 ≡ , 191 ≡ , 13, 4169 ≡ , 752 ≡ , 191 ≡ , 13, 4169 ≡ , 

752 ≡ , 191 ≡ , 13, 4169 ≡  
14 14, 1196 ≡ , 14, 1196 ≡ , 14, 1196 ≡ , 14, 1196 ≡ , 14, 1196 ≡ , 14, 1196 ≡ , 

14, 1196 ≡  
 
 
Aufgabe 3.10: 
 
Da 239 =  ist, kommen als ( )9 ,12 +nggT  nur die Zahlen 1, 3 oder 9 in Frage. Zunächst wer-
den einige Werte für n ausprobiert: 
 

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9  11 13 15 17 

12 +n  2 3 5 9 17 33 65 129 257 513  2.049 8.193 32.769 131.073

( )9 ,12 +nggT  1 3 1 9 1 3 1 3 1 9  3 3 9 3 
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Sieht man sich die dritte Zeile an, so liegt folgende Vermutung nahe: 
 
Für jedes gerade N∈n  ist ( ) 19 ,12 =+nggT . 

Für jedes ungerade N∈n  der Form 12 +⋅= kn  mit ... 7, 4, ,1=k ist ( ) 99 ,12 =+nggT , an-

sonsten ist für ungerades n ( ) 39 ,12 =+nggT . Diese Vermutung kann man zusammenfassen 
(und dann auch beweisen): 
 

( ) ( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≡∈+⋅=
≡≡∈+⋅=

∈⋅=
=+

.  3) (mod 1 und mit  12für 9
3) (mod 2oder  3) (mod 0 und mit  12für 3

 geradesfür  d.h. ,mit  2für 1
9 ,12

kkkn
kkkkn

nkkn
ggT n

N
N

N
 

 
Beweis: Es sei N∈n  gerade, d.h. kn ⋅= 2  für ein N∈k . 
 3) (mod 2141212 2 ≡+=+=+ ⋅ kkn . Also teilt 3 nicht den Wert 12 +n  und 

( ) 19 ,12 =+nggT . 
 
 Es sei N∈n  ungerade, d.h. 12 +⋅= kn  für ein N∈k . 
 3) (mod 01121421212 12 ≡+⋅≡+⋅=+=+ +⋅ kkn , d.h. 12 +n  ist durch 3 teilbar. Zu 

untersuchen bleibt, wann 12 +n  auch durch 9 teilbar ist, wann also 
9) (mod 014212 ≡+⋅=+ kn  gilt. Dazu werden zunächst einige Werte 9 mod 4k  

ausgerechnet: 
 
 9) (mod 140 ≡ , 9) (mod 441 ≡ , 9) (mod 71642 ≡= , 

 9) (mod 1284743 ≡=⋅≡ , 9) (mod 44144 ≡⋅≡ , 9) (mod 7164445 ≡=⋅≡  usw. 
 
 Offensichtlich kommen für 9 mod 4k  nur die Werte 1, 4 oder 7 vor: 

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≡
≡
≡

≡
. 3) (mod 2für 9) (mod  7

3) (mod 1für 9) (mod  4
3) (mod 0für 9) (mod  1

4
k
k
k

k  

 
 Also ist für 3) (mod 0≡k : 9) (mod 311214212 ≡+⋅≡+⋅=+ kn , 

 für 3) (mod 1≡k : 9) (mod 014214212 ≡+⋅≡+⋅=+ kn , 

 für 3) (mod 2≡k : 9) (mod 61517214212 ≡=+⋅≡+⋅=+ kn . 
 
Da 3327 =  ist, kommen als ( )27 ,12 +nggT  nur die Zahlen 1, 3, 9 oder 27 in Frage. Damit 

12 +n  durch 27 teilbar ist, muss es durch 3 und 9 teilbar sein. Alle Werte 12 +n  für gerades n 
sind nicht durch 3 teilbar. Alle Werte 12 +n  für ungerades n mit 12 +⋅= kn  für ein N∈k  
und ( )3) (mod 2oder  3) (mod 0 ≡≡ kk  sind nicht durch 9 teilbar. Damit 12 +n  durch 9 oder 
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27 teilbar ist, muss n die Form 12 +⋅= kn  für ein N∈k  mit 3) (mod 1≡k  haben. Von diesen 
Zahlen sind einige durch 9 aber nicht durch 27 teilbar. Um einen Hinweis auf diese Zahlen zu 
bekommen, werden einige kleine Werte berechnet: 
 

k 142 +⋅ k  teilbar durch 27? 
1 9 nein 
4 513 ja 
7 32.769 nein 
10 2.097.153 nein 
13 134.217.729 ja 
16 8.589.934.593 nein 
19 549.755.813.889 nein 
22 35.184.372.088.833 ja 

  
Folgende Vermutung liegt nahe: 
 
Für jedes N∈k  mit 3) (mod 1≡k  gilt: Ist 9) (mod 4≡k , dann ist die Zahl 142 +⋅ k  durch 27 

teilbar. Für 9) (mod 1≡k oder 9) (mod 7≡k  ist die Zahl 142 +⋅ k  durch 9, aber nicht durch 
27 teilbar. 
 
Beweis: Für die Resten modulo 9,  nämlich r = 0, 1, ..., 8, gilt nur für r = 1, r = 4 und r = 7: 

3) (mod 1≡r . Also sind für N∈k  mit 3) (mod 1≡k  nur die Fälle 9) (mod 1≡k , 
9) (mod 4≡k  und 9) (mod 7≡k  zu untersuchen. Nach den obigen Überlegungen ist 

für diese k der Wert 142 +⋅ k  durch 9 teilbar. 
 
 Für 9) (mod 1≡k  kann man k schreiben als 91 ⋅+= lk  mit N∈l . Dann ist wegen 

27) (mod 1262.14449 ≡= : 
 
 27) (mod 911421442142142 9191 =+⋅⋅≡+⋅⋅=+⋅=+⋅ ⋅⋅+ llk . 
 
 Für 9) (mod 4≡k  kann man k schreiben als 94 ⋅+= lk  mit N∈l . Dann gilt wegen 

27) (mod 0513 ≡ : 
 

 
( )

.  27) (mod 01110
144513144142142142 9999494

=+−⋅≡

+−⋅=+−⋅+⋅=+⋅=+⋅ ⋅⋅⋅⋅⋅+

ll

lllllk

 

 
 Für 9) (mod 7≡k  kann man k schreiben als 97 ⋅+= lk  mit N∈l . Dann gilt wegen 

27) (mod 18769.32142 7 ≡=+⋅ : 
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( )

.  27) (mod 1811118
144769.32144142142142 9999797

=+−⋅≡

+−⋅=+−⋅+⋅=+⋅=+⋅ ⋅⋅⋅⋅⋅+

ll

lllllk

 

 
Zusammenfassend gilt also: 
 

( ) ( )
( )

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≡∈+⋅=
≡≡∈+⋅=
≡≡∈+⋅=

∈⋅=

=+

9) (mod 4 und mit  12für 27
9) (mod 7oder  9) (mod 1 und mit  12für 9
3) (mod 2oder  3) (mod 0 und mit  12für 3

 geradesfür  d.h. ,mit  2für 1

27 ,12

kkkn
kkkkn
kkkkn

nkkn

ggT n

N
N
N

N

 

  
Es sei n ungerade, d.h. 12 +⋅= kn  mit N∈k . Für die Teilbarkeit von 14212 +⋅=+ kn  durch 

m3  braucht man nur diejenigen k zu untersuchen, für die 3) (mod 1≡k  gilt. Ein Teil dieser 
Zahlen ist durch 9 und nicht durch 27 oder eine höhere 3er-Potenz teilbar, ein anderer Teil 
durch 27 und keine höhere 3er-Potenz, ein weiterer Teil durch 81 und keine höhere 3er-
Potenz teilbar usw. In der folgenden Tabelle sind diejenigen Werte k aufgeführt, für die 

14212 +⋅=+ kn  durch kleine 3er-Potenzen (in der Kopfzeile) teilbar ist: 
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 239 =  3327 =  4381 =  53243 =  

1    
4 4   
7    
10    
13 13 13  
16    
19    
22 22   
25    
28    
31 31   
34    
37    
40 40 40 40 
43    
46    
49 49   
52    

k = 

...   67 
    
Zur Untersuchung des ( )mnggT 3 ,12 +  werden einige Hilfsbehauptungen aufgestellt. 
 
Im folgenden sei N∈m  mit 1≥m . Dann gilt: 
  

(a) )3 (mod 14
13 mm

≡
−

. 
 

(b) )3 (mod 012
13 mm

≡+
−

. 
 

(c) Mit 
2

1333 ... 331
12

0

22
0

−
==++++=

−−

=

− ∑
mm

i

imk  und 1
0 3 −⋅+= mtkk  ist 

  
 )3 (mod 0142 mk ≡+⋅ . 
 
Beweis von (a): Für m = 1 stimmt die Behauptung, und sie gelte für 1≥m . Zu zeigen ist, 

dass aus dieser Annahme die Behauptung auch für 1+m  folgt. 
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( )
( )

( ) ( )
.  )3 (mod 1

333331

)3 (mod 14 annahmeInduktionsnach            31

444

1

32

33

33333

1

11

+

⋅

≡

⋅+⋅⋅+⋅⋅+=

≡⋅+=

==
−

−−

m

mmm

mm

ttt

t
m

mmm

 

 
Beweis von (b): Für m = 1 stimmt die Behauptung, und sie gelte für 1≥m . Zu zeigen ist, 

dass aus dieser Annahme die Behauptung auch für 1+m  folgt. 
 

 
( )
( ) ( )

.  )3 (mod 0
1133333

)3 (mod 012 annahmeInduktionsnach         113

1212

1

23

33

333

1

1

+

⋅

≡

+−⋅⋅+⋅⋅−⋅=

≡++−⋅=

+=+
−

−

m

mmm

mm

ttt

t
m

mm

 

 

Beweis von (c): 142142
22

0 3 ... 331 +⋅=+⋅
−++++ mk  

               

( )

(b)nach     )3 (mod 0
12

122

142

1

1

1

3

13

213

m

m

m

m

≡

+=

+⋅=

+⋅=

−

−

−

−

−

 

  
 Ist 1

0 3 −⋅+= mtkk , dann gilt 

 

 
( )

.   )3 (mod   0
(a)nach                     114 0

144142

142142

1

11
0

1
0

3

33

3

m

tt

ttk

tkk

m

mm

m

≡

+−⋅≡

+−⋅+⋅=

+⋅=+⋅

−

−−

−

⋅

⋅⋅

⋅+

 

 
Mit (c) folgt nun das Ergebnis: 
 
Ist kn ⋅= 2  mit N∈k , dann ist ( ) 13 ,12 =+ mnggT . 
 
Ist 12 +⋅= kn  mit N∈k  und ist N∈j  der größte Wert mit 1−≤ mk  und 

)3 (mod  
2

13 j
j

k −
≡ , dann ist ( ) 133 ,12 +=+ jmnggT . 
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Aufgabe 3.11: 
 
(a) Nach Satz 3.2-4 ist ZZ 21∈a  genau dann invertierbar, wenn ( ) 121 , =aggT  ist. Also 

sind 1, 2, 4, 5, 7, 8, 10, 11, 13, 16, 17, 19 und 20 alle invertierbaren Elemente in 
ZZ 21 . 

 
(b) 45) (mod 3147 ≡+⋅ x  ist gleichbedeutend mit 45) (mod 34117 ≡−≡+⋅ x . Gemäß Satz 

3.3-5 werden Zahlen a′  und n′  bestimmt mit ( ) 145 ,7457 ==⋅′+⋅′ ggTna . Die PAS-
CAL-Funktion invers ermittelt 13=′a  und 2−=′n . Mit 

 45) (mod 3744233 ≡=⋅′= ax  gilt 45) (mod 3147 ≡+⋅ x . 
 
 
Aufgabe 3.12: 
 

nnn 5210 ⋅= . Daher ist mit Satz 3.4-1 (ii) und (iii): 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 11111 10415512255225210 −−−−− ⋅=−⋅⋅−⋅=−⋅−=⋅= nnnnnnnnnn φφφ . 

 
 
Aufgabe 3.13: 
 
(a) Es sei N∈a . Ist a gerade, etwa ka ⋅= 2  mit N∈k , dann ist 
  
 ( ) ( ) ( )kkkkaa pppp −⋅⋅=⋅−⋅=− −12222  
 
 ebenfalls gerade. Ist a ungerade, etwa 12 +⋅= ka  mit N∈k , dann ist 
   

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ,   22

1222

122

1212

1

1

0

0

kk
i
p

kk
i
p

k

kk
i
p

kkaa

p

i

i

p

i

i

p

i

i

pp

⋅−⋅⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−⋅−⋅⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅=

+⋅−⋅⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

+⋅−+⋅=−

∑

∑

∑

=

=

=

 

 
 also eine gerade Zahl. Daher ist 2 ein Teiler von aa p − . 
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 Gilt 1),( =paggT , dann ist nach Satz 3.4-4: ) (mod 11)( paa pp ≡= −φ . Daraus folgt 

nacheinander ) (mod paa p ≡ , ) (mod 0 paa p ≡− , und p teilt aa p − . 
 
 Gilt ppaggT =),( , dann paa ⋅′=  und ( )apappapaaa ppppp ′−⋅′⋅=⋅′−⋅′=− −1 , al-

so ist auch hier p ein Teiler von  aa p − . 
 
(b) Mit Aufgabe (a) für p = 5 gilt: 10 ist ein Teiler von aa −5 . Daher haben a und 5a  die-

selbe Endziffer.   
 
 
Aufgabe 3.14: 
 
 (a) Es gilt nach Satz  3.4-3 (i): 7) (mod 1206 ≡ . Wegen 2586350 +⋅=  ist 

 ( )
. 7) (mod  136620

202020
22

2586350

≡=≡≡

⋅=    

 
(b) Es gilt nach Satz  3.4-3 (i): 17) (mod 1316 ≡ . Dann ist  

 17) (mod 9333 2216582 =≡= +⋅ . 
 
(c) Um 19 mod 217  zu berechnen, kann man auf kleineren 2er-Potenzen aufbauen: Es folgt 

nacheinander 19) (mod 31624 −≡= , ( ) 19) (mod 932 28 =−≡ , 19) (mod 581216 ≡≡ , 

19) (mod 10217 ≡ . 
 
(d) Nach Satz 3.4-3 (i) ist ) (mod 12 1 pp ≡− . ptpp ⋅+=⋅= −− 1222 21  mit N∈t , also 

( ) 212 2 ptp ⋅+=− . Da 3≥p  ungerade und 12 −p  gerade ist, kann t nur ungerade sein, 

insbesondere 1≥t . Es gilt: ( ) ) (mod  
2

121 pppt +
≡⋅+ ; denn 

 ( ) ( ) ) (mod  0
2
1

2
121 pptppt ≡

⋅−
=

+
−⋅+ . Außerdem ist pp

<
+

≤
2

10 , so dass 

) (mod  
2

12 2 ppp +
≡−  folgt.  

 
 (e) Es gilt nach Satz  3.4-3 (i): 13) (mod 1212 ≡  und 13) (mod 1312 ≡ . Daher ist 

( ) 13) (mod 1010242222 10106070 ≡=≡⋅=  und  

 ( ) 13) (mod 359.0493233 10106070 ≡=≡⋅= . Damit ist ( ) 0  13 mod 1313 mod 32 7070 ==+ . 
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Aufgabe 3.15: 
 
 (a) 73242 ⋅⋅= . Es sind insgesamt 8 Fälle zu untersuchen, je nachdem, ob 2 bzw. 3 bzw. 7 

die Zahl n teilt oder nicht. Exemplarisch werden hier nur die beiden folgenden Fälle 
dargestellt:  

 
 Fall 1: Weder 2 noch 3 noch 7 teilt n. 
 

Nach Satz 3.4-3 gilt: 7) (mod 16 ≡n , 3) (mod 12 ≡n  und 2) (mod 1≡n . Dann 

gilt auch: 3) (mod 16 ≡n  und 2) (mod 16 ≡n . Damit teilen 7, 3 und 2 (und damit 

42) jeweils den Wert nn −7 .  
 
 

 Fall 2: 2 teilt n und weder 3 noch 7 teilt n. 
 

Nach Satz 3.4-3 gilt: 7) (mod 16 ≡n  und 3) (mod 12 ≡n . Dann gilt auch 

3) (mod 16 ≡n . Damit teilen 7 und 3 jeweils den Wert nn −7 . 2 teilt nach Fall-

annahme den Wert nn −7 . Also ist 42 ein Teiler von nn −7 . 
 

(b) Es ist 
15

753
15
7

3
1

5
1 35

35 +⋅+⋅
=⋅+⋅+⋅

nnnnn . Es wird gezeigt, dass für jedes N∈n  der 

Wert 753 35 +⋅+⋅ nn  durch 5315 ⋅=  teilbar ist. Dazu wird folgende Fallunterscheidung 
getroffen: 

 
 Fall 1: Weder 3 noch 5 teilt n. 
 

Nach Satz 3.4-3 gilt: 5) (mod 14 ≡n  und 3) (mod 12 ≡n , d.h. 5 teilt nn −5 , und 

3 teilt nn −3 . Dann teilt 15 den Wert nn ⋅−⋅ 33 5  und den Wert nn ⋅−⋅ 55 3 . Es 
ist nnnnnnn ⋅+⋅−⋅+⋅−⋅=+⋅+⋅ 155533753 3535 . Also teilt 15 den Wert 

753 35 +⋅+⋅ nn . 
  
 Fall 2: 3 teilt n. 
 

Aus der Fallannahme folgt: 3 teilt nn −3 . Ist ( ) 15 , =nggT , so gilt nach Satz 3.4-

3: 5) (mod 14 ≡n , und damit teilt 5 den Wert nn −5 . Ist ( ) 55 , =nggT , dann teilt 

5 die Zahl n und damit auch den Wert nn −5 . Nun kann man wie im Fall 1 wei-
ter argumentieren.   
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 Fall 3: 5 teilt n. 
 

Hier verläuft die Argumentation wie in Fall 2. 
 



 
Aufgabe 4.1: 
 

⎟⎟
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⎞
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Aufgabe 4.2: 
 
Es seien R∈x  und N∈n . Berechnen Sie: 
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Aufgabe 4.3: 
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p

i

ipipp
p

i

ipip +≡⋅⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=⋅⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+ ∑∑

−

=

−

=

− , da alle Werte ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
i
p

 

den Faktor p enthalten. 
 
 
Aufgabe 4.3: 
 
Für 0=n  und 1=n  stimmt die Behauptung. Es sei 2≥n . Dann ist  
 

( ) xnx
i
n

xnx
i
n

x
n

i

i
n

i

in ⋅+≥⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅+=⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+ ∑∑

==

111
20

. 
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Aufgabe 4.5: 
 
Es seien A und B disjunkte Mengen mit nA =  und mB = . Auf der linken Seite des Gleich-

heitszeichens steht die Anzahl k-elementiger Teilmengen von BA∪ . Es sei C eine k-
elementige Teilmengen von BA∪ . Hat C mit A genau i Elemente gemeinsam, dann hat C 
mit B genau ik −  Elemente gemeinsam. Das bedeutet, dass man jeder k-elementigen Teil-
menge von BA∪ , die genau i Elemente aus A enthält, alle ( )ik − -elementigen Teilmengen 

von B zuordnen kann. Das sind genau ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− ik
m

 viele. Daher gilt 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
∑
= ik

m
i
n

k
mn k

i 0
. 

 
 
Aufgabe 4.6: 
 
Die Menge M besitze genau n Elemente. Die Anzahl der Teilmengen mit genau i Elementen 

ist ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
i
n

. Satz 4.1-3 (iii) besagt nun gerade die zu zeigende Behauptung: 

 

( ) ( )

∑∑
=

=
=

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ n

i
i

n

i
i i

n
i
n

12 mod 
0

02 mod 
0

. 

 
 
Aufgabe 4.7: 
 
(a) n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
 n! 1 2 6 24 120 720 5040 40.320 362.880 3.628.800

 
 Vermutung: ab 15! eine Null mehr, ab 20! eine weitere Null mehr. 

 
Bemerkung: Die Anzahl der Nullen am Ende von n! gilt lautet 

n n n n
i5 25 125 5

⎢
⎣⎢

⎥
⎦⎥
+ ⎢
⎣⎢

⎥
⎦⎥
+ ⎢
⎣⎢

⎥
⎦⎥
+ + ⎢

⎣⎢
⎥
⎦⎥
+ ...  ...  
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(b) ( )2
2

1 2 3 1 2 1 2
2 2 2 1 2 3

n
n

n n n n
nn

!
!

( ) ( ) ( )
=

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

 ...  ... 
 ... ...

 

 
Im Zähler ist jede zweite Zahl gerade, also von der Form 2.i: 
Der Zähler lautet: 

( ) ( ) ( )
1 2 3 4 1 2 1 2 1 2 1 3 2 2 1 2 1 2

1 3 5 2 1 2 2 2 1 2
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

 ...  ... ...  ... 
 ...  ...   ...  

n n n n n n n n
n n

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (
( )

 
(In der letzten Zeile stehen in der ersten Klammer die ungeraden Faktoren von (2.n)!. 
In der zweiten Klammer stehen die ausgeklammerten 2’en aus den geraden Faktoren 
von (2.n)!. In der dritten Klammer stehen die „Reste“ aus den geraden Faktoren von 
(2.n)!, nachdem die 2’en ausgeklammert wurden. Durch Kürzen ergibt sich also 
( ) ).12( ... 531

!2
!2

−⋅⋅⋅⋅=
⋅
⋅ n

n
n

n  

 
 
Aufgabe 4.8: 
 
Es seien { } 5 4, 3, 2, 1, =A  und { }  , , , , , zyxwvuB = , also 5=A  und 6=B  

 
(a) Die Anzahl injektiver Abbildungen BAf →:  ist nach Satz 4.2-3 gleich 

( ) 720!6
!56

!6
==

−
. 

 
(b) Es sei M die Menge aller injektiven Abbildungen BAf →: . Mit 
 
 { } )1(oder  )1( und injektivist   und :   1 wfvffBAffA ==→= , 

 { } )2(oder  )2( und injektivist   und :   2 wfuffBAffA ==→= , 

 { } )3( und injektivist   und :   3 xffBAffA =→= , 

 { } )4(oder  )4(oder  )4( und injektivist   und :   4 yfxfvffBAffA ===→=  

 
 ist die gesuchte Anzahl gleich der Anzahl der Elemente in M, die in keiner der Mengen 

1A , ..., 4A  liegen. Nach Satz 4.3-2 ist diese gesuchte Anzahl gleich 
 

 ( )
{ }
∑
≠∅

⊆ ∈
⋅−+

I
lI

i
Ii

I AM
 und

 ..., 1, 
1 I  mit l = 4. 

 
 Nach Aufgabe (a) ist 720=M . 
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 Es ist 
!1
!521 ⋅=A , denn für 1Af ∈  ist bereits )1(f  festgelegt, d.h. es müssen noch )(if  

für i = 2, 3, 4, 5 bestimmt werden, und in der Zielmenge sind durch die Festlegung von 
)1(f  nur noch 5 Elemente verfügbar. Also gibt es mit der Festlegung vf =)1(  in 1A  

( )!45!5 −  viele injektive Funktionen. Entsprechend gibt es mit der Festlegung wf =)1(  

noch einmal ( )!45!5 −  viele injektive Funktionen. Genauso folgt 
!1
!522 ⋅=A , 

!1
!5

3 =A  

und 
!1
!534 ⋅=A  . 

 
 Es sei 21 AAf ∩∈ . Dann sind zwei Funktionswerte festgelegt, nämlich )1(f  und )2(f , 

und die Zielmenge hat nur noch 4 mögliche nicht festlegte Elemente. Außerdem kann 
für wf =)1(  nicht auch wf =)2(  gelten, denn f ist ja injektiv. Daher ist 

 

 ( )!34
!4321 −

⋅=∩ AA . 

 

 Entsprechend folgt ( )!34
!4231 −

⋅=∩ AA , ( )!34
!4541 −

⋅=∩ AA , ( )!34
!4232 −

⋅=∩ AA , 

( )!34
!4642 −

⋅=∩ AA  und ( )!34
!4243 −

⋅=∩ AA . 

 
 Es werden jetzt die Schnitte aus jeweils 3 Mengen iA  betrachtet: 

 

 Dabei gibt es bei einer getroffenen Festlegung für jeweils 3 Elemente ( )!23
!3
−

 mögliche 

injektive Abbildungen. Daher ist 
 

 ( )!23
!33321 −

⋅=∩∩ AAA , 

 ( )!23
!37421 −

⋅=∩∩ AAA , 

 ( )!23
!33431 −

⋅=∩∩ AAA , 

 ( )!23
!34432 −

⋅=∩∩ AAA . 

 
 Mit denselben Überlegungen folgt  
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 ( )!12
!244321 −

⋅=∩∩∩ AAAA . 

 
 Insgesamt ergibt sich für die gesuchte Anzahl 
 
 146!24!317!420!58720 =⋅+⋅−⋅+⋅− . 
  
 
Aufgabe 4.9: 
 
(a) Es bezeichne { }  teilt  und ,1001 und    ninnnAi ≤≤∈= N .  

 
 502 =A , 333 =A  und 205 =A . 1632 =∩ AA , 1052 =∩ AA  und 653 =∩ AA . 

3532 =∩∩ AAA . Dann ist nach Satz 4.3-2 die Anzahl der natürlichen Zahlen n mit 

1001 ≤≤ n , die nicht durch 2, 3 oder 5 teilbar sind, gleich 
 
 ( ) ( ) 26361016203350100 =−+++++− . 
 
(b) Es wird zunächst die Anzahl der ganzzahligen nichtnegativen Lösungen der Gleichung  
 
 rxx n =++  ... 1  

 
 bestimmt: Die Zahl r kann man sich als eine Folge von r 1’en vorstellen, und die 

Aufteilung des Werts r auf n Unbestimmte ix  kann man  dadurch beschreiben, dass 

man in die Folge der r 1’en 1−n  Trennstriche einfügt. Dem Wert 1x  entspricht dann die 

Anzahl der 1’en vor dem ersten Trennstrich, dem Wert 2x  die Anzahl der 1’en 
zwischen dem ersten und dem zweiten Trennstrich usw., und dem Wert nx  entspricht 

die Anzahl der 1’en nach dem letzten Trennstrich. Die Anzahl der ganzzahligen 
nichtnegativen Lösungen der Gleichung rxx n =++  ... 1  wird also durch die Anzahl der 

Möglichkeiten bestimmt, aus den 1−+ rn  Positionen für 1’en und Trennstriche r 
Positionen für die 1’en auszuwählen. Das sind 

 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
r
rn 1

 

 
 Möglichkeiten. 
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 In der Aufgabe ist 18=r  und 4=n . Also gibt es 1330
18
21

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 ganzzahlige Lösungen 

der Gleichung 184321 =+++ xxxx  mit 0≥ix  für i = 1, 2, 3, 4. Es bezeichne iL  für i = 

1, 2, 3, 4 die Lösungen mit 7>ix   bzw. 8≥ix . Es gilt aus Symmetriegründen: 

 
 4321 LLLL === . 

 
 Jeder Lösung der Gleichung 184321 =+++ xxxx  mit 81 ≥x  entspricht eine Lösung der 

Gleichung ( ) 108 4321 =+++− xxxx . Daher gilt ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
=

10
13

10
1104

1L . 

 
 Genauso entspricht jeder Lösung der Gleichung 184321 =+++ xxxx  mit 0≥ix  aus 

21 LL ∩  der Lösung der Gleichung ( ) ( ) 288 4321 =++−+− xxxx . Daher ist 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
=∩

2
5

2
124

21 LL . Die gleichen Überlegungen gelten für die anderen Kombi-

nationen aus Schnitten zweier Mengen iL . Da der Schnitt dreier Mengen iL  und der 

Schnitt aller vier Mengen iL  leer ist, ergibt sich für die gesuchte Anzahl 

 

 24600
2
5

6
10
13

41330 =+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅− . 

 
 



 
Aufgabe 5.1: 
 
(a) Grenzwert 1 
 
(b) Grenzwert 0,3719283225 
 
(c) Kein Greznwert, sondern zwei Häufungspunkte bei 0,479427 bzw.0,823603 
 
 
Aufgabe 5.2: 
 
 (a) 

lim lim
n

n

n n

n

n→∞ →∞

−
+

=
−
+

=
2 1
2 1

1 1 2
1 1 2

1 

 
(b) Der Ausdruck wird durch n gekürzt und ergibt 

 

( ) ( ) ( ) ( )
311

4321
lim

1
4321lim

2

2
=

+

+⋅+
=

+
+⋅⋅+

→∞→∞

n

nn
nn

nnn
nn

 

 
(c) 

1

231
1lim

)2()1(
1lim

)2()1(
)1(2lim

2
1

1
1lim

2

2

22

=

++
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅+

⋅=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅+
+−+

⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+
⋅

→∞

→∞

→∞→∞

nn

nn
n

nn
nnn

nn
n

n

n

nn

 

 
 
Aufgabe 5.3: 
 

Es sei ε > 0 . Wir wählen n0 ∈N  so, dass n0
2 1 1≥ −⎡
⎢⎢

⎤
⎥⎥
+

ε
 gilt. Dann ist insbesondere 

n0
2 1 1 2 1 2 1≥ −⎡
⎢⎢

⎤
⎥⎥
+ > −⎡

⎢⎢
⎤
⎥⎥
≥ −

ε ε ε
. Für jedes n n n∈ ≥N mit 0 gilt nun an − <1 ε , denn 

a n
n

n n
n n n nn − =

−
+

− =
− − +

+
=

−
+

=
+

≤
+

<
− +

=1 1
1

1 1 1
1

2
1

2
1

2
1

2
2 1 10

( )

ε
ε . 

Ab n = 19999 ist an − ≤ −1 10 4 . 
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Aufgabe 5.4:  
 
(a) 

225,0
40
9=

 
5

1
4

1
3

1
20
9

2
1lim

)5()3(
1lim

)5()3(
1

11

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

+
+

+
−=

+⋅+
=

+⋅+

→∞

=
→∞

∞

=
∑∑

nnn

iiii

n

n

ini

 

 
(b) 

1

  
1

11lim

)1(
1lim

)1(
1

11

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=

+⋅
=

+⋅

→∞

=
→∞

∞

=
∑∑

n

iiii

n

n

ini

 

 
(c) 2 3 4

5
2 3 4

5
2 3 4

51 1 1

+ ⋅
=

+ ⋅
= =

+ ⋅

=

∞

←∞
=

←∞
=

∑ ∑ ∑
i

i
i

n

i

i
i

n

n n n

i

i
i

n

s slim lim    mit  . Zu beachten ist, dass hier 

der Summationsindex an der Untergrenze bei i = 1 beginnt. Es gilt 
 

sn

i i n n

i

n

i

n

= ⋅ ⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
+ ⋅ ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= ⋅ ⋅ − ⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ + ⋅ ⋅ − ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

==
∑∑2 1

5
3 4

5
2 1

4
1 1

5
3 4 1 4

511

, also lim ,
n ns
→∞

= 12 5 . 

 
(d) 

∑ ∑∑∑
= =

→∞→∞
=

∞

=
→∞

=+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅+

n

i

n

i

i

n

i

n

n

i

i

i n

i

iii
0 000

642
2
12lim

2
1lim

2
1)2(lim

2
1)2(  

 
 
Aufgabe 5.5: 
 
(a) Nach dem Quotientenkriterium (Satz 5.1-11 (ii)) ist nachzuweisen, dass ab einem Index 

N∈0n  stets q
a

a

n

n ≤+1  für einen Wert q mit 10 << q  gilt. 

 Hier ist ( ) 2

21

2
1 1

2
1

2
21

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
⋅=

⋅
⋅+

= +
+

n
n

n
n

a
a

n

n

n

n . 

 Da ( ) ( )222 11222 +=+⋅+<⋅+=+⋅ nnnnnnn  und damit 
n

n
n
n 1

1
2 +
<

+
+  ist, d.h. die 

Folge 
1

21

≥
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

n
n

n  monoton fällt, gibt es einen Wert q mit 10 << q  und q
a

a

n

n ≤+1  ab 
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einem Index N∈0n  (es ist 0,89
3
4

2
1 2

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅ , d.h. das Verfahren funktioniert mit 

89,0=q ab 30 =n ), so dass die Reihe ∑
∞

=0

2

2i
i

i  konvergiert. 

 

(b) ∑∑
∞

=

∞

=

+

⋅=⋅=⋅=
0

2

0

1

2)2exp(2
!

22
!

2
i

i

i

i

e
ii

. 

 
(c) Es ist  
 

 

( )
( )

( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) .  
 ... 321

 ... 321
!
!2

!2
!2

2 ... 64212 ... 531
2 ... 642!

12 ... 531
!

2

iiiii
i

i
i

i
i

ii
ii

i
i

+⋅⋅+⋅+⋅+
⋅⋅⋅⋅

⋅⋅=

⋅
⋅

=

⋅⋅⋅⋅⋅−⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅⋅

=
−⋅⋅⋅⋅⋅

 

 

 Für ik ≤≤1  folgt nacheinander: 
22
ik

≤ , ( )ikkik +⋅=+≤
2
1

22
, 

2
1

≤
+ ik
k . Damit ist 

der letzte Bruch 
i

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅<

2
12 . Nach dem Majorantenkriterium (Satz 5.1-11 (i)) konvergiert 

daher ( )∑
∞

= −⋅⋅⋅⋅⋅0 12 ... 531
!

i i
i , da ∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

0 2
12

i

i

 konvergiert.  

 
 
Aufgabe 5.6: 
 

Für a
nn = + + + +1 1

2
1
3

1 ...   gilt bei n = 11, n = 12, ..., n = 30 die Abschätzung 3 4< ≤an . 

 
In der Literatur findet man für an  die Abschätzung ln( ) ln( )n a nn< < + 1, d.h. a nn ≈ ln( ) . 

Für n e> ≈ ⋅20 84 851652 10,  gilt an > 20 . 
 
 
Aufgabe 5.7: 
 
Der gesuchte maximalen Definitionsbereich werde jeweils mit X bezeichnet. 
 
(a) Es muss 9 02− ≥x  gelten. Das ergibt { }X x x= − ≤ ≤3 3 . 
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(b) Es muss x 2 9 0− ≥  gelten. Das ergibt ] ] [ [X = − ∞ − ∪ ∞, ,3 3 . 

 

(c) 
x
xxf

2

)( =  ist für x = 0 nicht definiert, also X = R\{0}. 

 
(d) Es muss ( ) 012 ≠−⋅ xx  gelten. Daher ist X = R\{0, –1, 1}. 
 
(e) Es muss x x− ≥ 0  gelten. Für x ∈ ≥R 0  ist x x x x− = − = ≥0 0 . Für  x ∈ <R 0  ist 

x x x x x− = − − = − >2 0 . Daher gilt X = R. 

 
(f) Es muss x x− ≥ 0  gelten. Für x ∈ ≥R 0  ist x x x x− = − = ≥0 0 . Für  x ∈ <R 0  ist 

x x x x x− = + = <2 0. Daher gilt X = ≥R 0 . 

 
 
Aufgabe 5.8: 
 
Es ist ( ) 1122)( 22 +−=+⋅−= xxxxf . Der Graph der Funktion ist die um 1 nach oben und 
um 1 nach rechts verschobene Normalparabel. Die Funktion besitzt genau dann eine Umkehr-
funktion, wenn a = 1 und b = 1 gilt. 
 
 
Aufgabe 5.9: 
 
Es seien [ ]x1 0∈ ,  4  und  [ ]x2 0∈ ,  4  mit x x1 2< . Dann ist 4 42 1− > −x x  und damit 

f x x x f x( ) ( )2 2 1 14 4= − > − = . Die Funktion ist also im Intervall [0, 4] streng monoton 

fallend. 
 
Wäre f in [0, 4] konvex, so müsste für jedes [ ]x1 0∈ ,  4  und  [ ]x2 0∈ ,  4  mit x x1 2≠  und jedes 

l ∈R  mit 0 < l < 1 gelten: 
 

( )( ) ( ) ( )2121 )1(1 xflxflxlxlf ⋅−+⋅≤⋅−+⋅  bzw.  
 

( )( ) 2121 4)1(414 xlxlxlxl −⋅−+−⋅≤⋅−+⋅−  

 
Für x1 = 0, x2 = 4 und l = 1 2 ist aber 
 

4 1 2 4 2− ⋅ =  und 1 2 4 1 2 4 4 1⋅ + ⋅ − = , 2 1> , d.h. f ist in [0, 4] nicht konvex. 
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Aufgabe 5.10:  
 
(a)  

 
 
 
 

f x x
x x
x x

( ) = =
≥

− <
⎧
⎨
⎩

für 
für 

0
0

 

 

 
 

 
(b)  

 
 
 
 

f x x x
x x
x x

( ) = ⋅ =
≥

− <

⎧
⎨
⎩

2

2

0
0

für 
für 
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(c)  
 
 
 

⎣ ⎦f x x( ) =  ist der ganzzahlige 

Anteil von x. 

-3 -2

-2 -1

-1 0

0 1

1 2

2 3

3

 
 
(d) ⎣ ⎦f x x x( ) = −  ist der gebro-

chene Anteil von x. 

-3 -2 -1 0 1 2 3

1

 
 
 
Aufgabe 5.11: 
 
 
Es bezeichne F(f) die Fixpunktmenge der Funktion f, d.h. c f∈F( ), wenn f(c) = c gilt. 
 
(a) cccf =+⋅= 83)(  ist gleichbedeutend mit c = −4, d.h. { }F( )f = − 4  

 
(b) { } { }F( )f c c c c c= = = ≥ 0 . 
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(c) Ein Fixpunkt der Länge 3 hat die Form c z z z= 1 2 3  mit f c z z z z z z( ) = =3 2 1 1 2 3 . Daher ist 

die Menge der Fixpunkte der Länge 3 gleich { }c c xax x a= ∈ ∈  mit  und A A . 

 
Entsprechend ist die Menge der Fixpunkte der Länge 4 gleich 

{ }c c x x x x x x x x xi= ∈1 2 3 4 4 3 2 1=   mit A , d.h. c x x x x= 1 2 3 4 ist Fixpunkt der Länge 4, 

wenn x x x x1 4 2 3= = und  gilt, z.B. OTTO und ANNA sind Fixpunkte der Länge 4. 
 
Die Menge der Fixpunkte der Länge k⋅2 ist gleich der Menge der Zeichenketten der 
Länge k⋅2 , die vorwärts und rückwärts gelesen gleichlauten. 
 
Die Menge der Fixpunkte der Länge 12 +⋅k  ist gleich 
 

{ }c c uau a u u k= ∈ ∈ =R  und  und  und Länge von A A* . 

 
Hierbei bezeichnet uR  das Wort, das aus der umgekehrten Buchstabenfolge von u be-
steht. 

 
 
Aufgabe 5.12: 
 
 (a) ( )36133613)( 2435 +⋅−⋅=⋅+⋅−= xxxxxxxp , d.h. eine Nullstelle ist x01 0= . 

 
Es ist 36133613 224 +⋅−=+⋅− zzxx  mit z x= 2 . Aus 036132 =+⋅− zz  folgt 

z01 02
13
2

169
4

36, = ± − , d.h. z z01 029 4= = und . Die Nullstellen von p sind also 

x01 0= , x02 3= , x03 3= − , x04 2= , x05 2= − . 
 
Eine andere Lösungsmöglichkeit versucht zunächst durch Probieren eine Nullstelle von 

3613 24 +⋅− xx  zu ermitteln. Man findet leicht x04 2= . Dann wird 3613 24 +⋅− xx  

durch x − 2  dividiert: ( ) ( ) 18922:3613 2324 −⋅−⋅+=−+⋅− xxxxxx . Der Lösungshin-
weis in der Aufgabenstellung lässt eine Nullstelle bei x02 3=  vermuten. Also kann man 

1892 23 −⋅−⋅+ xxx  durch x − 3 dividieren: ( ) ( ) 653:1892 223 +⋅+=−−⋅−⋅+ xxxxxx .

Offensichtlich ist ( ) ( )23652 +⋅+=+⋅+ xxxx . Das liefert die restlichen Nullstellen 
x03 3= −  und x05 2= − . 

 
(b) Die Nullstellen lauten x01 0= , x02 5=  und x03 3= . 
 
(c) Setzt man z x= 2 , so erhält man 41134113)( 224 −⋅−⋅=−⋅−⋅= zzxxxp . Die Nullstel-
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len in z lauten z01 02
11
6

121
36

4, = ± + , d.h. z01 02
11
6

13
6, = ± . In x lauten die Nullstellen da-

her x01 02
24
6

2, = ± = ± . Weitere reelle Nullstellen gibt es nicht, da z02
1
3

0= − <  ist. 

 
(d) Aus x n − =1 0  folgt für die Nullstellen x n

0 1= . Als reelle Nullstellen kommen höchs-
tens die Zahlen +1 und -1 in Frage. Es ist 

( ) ( )1 ... 11 2321 ++++++⋅−=− −−− xxxxxxx nnnn . 
 
1.  Fall: n ist ungerade. 
 
Dann ist n – 1 gerade. Setzt man -1 in 

( ) ( ) ( )x x x x x x x x x x xn n n n n n n− − − − − − −+ + + + + + = + + + + + +1 2 3 2 1 2 3 4 21 1 ...   ...  +

ein, so sieht man, dass sich jeweils zwei aufeinanderfolgende Potenzen aufheben und 
dass der Summand 1 übrig bleibt (die  Summe enthält n – 1 +1 = n viele Summanden). 
Daher ist –1 keine Nullstelle von x x x x xn n n− − −+ + + + + +1 2 3 2 1... : Es gibt nur die 
reelle Nullstelle 1. 
 
2.  Fall: n ist gerade. 
 
Dann ist n – 1 ungerade. Setzt man –1 in  
 

( ) ( ) ( )x x x x x x x x x xn n n n n n n− − − − − − −+ + + + + + = + + + + +1 2 3 2 1 2 3 41 1 ...   ...  +  

e 
in, so sieht man, dass sich jeweils zwei aufeinanderfolgende Potenzen aufheben. Daher 
ist –1 Nullstelle von x x x x xn n n− − −+ + + + + +1 2 3 2 1... : Es gibt die reellen Nullstellen 
+1 und –1. 

 
 
Aufgabe 5.13: 
 
(a) Man findet eine Nullstelle des Zählerpolynoms 33 23 +−⋅− xxx  (z.B. durch Probieren) 

bei x01 3= . Man dividiert das Zählerpolynom durch x − 3  und erhält 
 
( ) ( ) )1()1(13:33 223 +⋅−=−=−+−⋅− xxxxxxx . 
 
Die Nullstellen des Zählerpolynoms sind also x01 3= , x02 1=  und x03 1= − . 
 
Das Nennerpolynom x x2 2+ −  hat die Nullstellen x04 1=  und x05 2= − . 
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Der Definitionsbereich von f lautet also { }X = −R \ 2 1,  . 

 
Die Nullstellen von f liegen bei x01 3=  und x03 1= − . Bei x05 2= −  hat f eine Polstelle. 
Bei x02 1=  liegt eine behebbare Unstetigkeitsstelle mit 
 

( ) ( )
3
4

2
13lim)(lim

11
−=

+
+⋅−

=
→→ x

xxxf
xx

. 

 
Die Polynomdivision ( ) ( )2:33 223 −++−⋅− xxxxx  ergibt 
 

( ) ( )
2

5542:33 2
223

−+
−⋅

+−=−++−⋅−
xx

xxxxxxx .   

 
Für x → ±∞  hat f also die Asymptote s x x( ) = − 4 . 
 
Skizze: 
 

-4 -3,3 -2,6 -1,9 -1,2 -0,5 0,2 0,9 1,6 2,3 3 3,7

x=-1 x=3

y=x-4

x=-2

 
 
(b) Das Zählerpolynom xxx 4113 35 −⋅−⋅  hat die Nullstellen x01 0= , x02 2=  und 

x03 2= − , denn ( ) ( )411341134113 22435 −⋅−⋅⋅=−⋅−⋅⋅=−⋅−⋅ zzxxxxxxx  mit 

z x= 2  liefert die Nullstellen in z: z 01 02
11
6

13
6, = ±  und in x: x02 03

11
6

13
6

2, = + = ± . 
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Das Nennerpolynom 232 2 −⋅+⋅ xx  hat die Nullstellen x04 2= −  und x05
1
2

= . 

 

Der Definitionsbereich von f lautet also { }X = −R \ 2 1
2,  . 

 

Die Nullstellen von f liegen bei x01 0=  und x02 2= . Bei x03
1

2=  hat f eine Polstelle. 

Bei x04 2= −  liegt eine behebbare Unstetigkeitsstelle mit 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) 8,20

122
1322lim)(lim

2

22
−=

−⋅⋅+
+⋅+⋅−⋅

=
−→−→ xx

xxxxxf
xx

. 

 
Die Polynomdivision ( ) ( )232:4113 235 −⋅+⋅⋅−⋅−⋅ xxxxx  ergibt 

( ) ( )
232
8211621

16
21

8
5

4
9

2
3232:4113 2

23235

−⋅+
+⋅

−−⋅−⋅−⋅=−⋅+⋅⋅−⋅−⋅
xx

xxxxxxxxx .  Für 

x → ±∞  hat f also die Asymptote 
16
21

8
5

4
9

2
3)( 23 −⋅−⋅−⋅= xxxxs . 

Skizze: ... 
 
(c) Das Zählerpolynom x 2 4−  hat die Nullstellen x01 2=  und x02 2= − . Das Nennerpoly-

nom ( ) ( ) ( ) ( ) ( )221414343 2224 +⋅−⋅+=−⋅+=−⋅−=−⋅− xxxzzzzxx  hat die reellen 
Nullstellen x03 2=  und x04 2= − . 
Der Definitionsbereich von f lautet also { }X = −R \ 2,  2 . 

f hat keine Nullstellen und keine Polstellen. Bei x01 2=  und x02 2= −  liegen behebbare 

Unstetigkeitsstellen mit lim ( )
x

f x
→

=
2

1
5

 bzw. lim ( )
x

f x
→−

=
2

1
5

. Es gilt lim ( )
x

f x
→± ∞

= 0 . 

Skizze: ... 
 
 
Aufgabe 5.14: 
 
(a) 

Die Funktion f x x
x

( ) =
−1

 hat bei 1 einen Pol, da 1 Nullstelle des Nennerpolynoms, a-

ber nicht des Zählerpolynoms ist. Daher gilt lim
x

x
x→ −
= ∞

1 1
, genauer: lim

x
x

x
x→

>
−

= − ∞
1

1
1

 

und lim
x
x

x
x→

<
−

= + ∞
1

1
1

. 

 



82 Lösungen der Übungsaufgaben 
 

(b) 

2
1

1
2lim

1
2)1(lim

121
=

+
−

=
−

−⋅−
→→ x

x
x

xx
xx

. 

 
(c) ( ) ( )

( ) ( ) n
m

xxxx
xxxx

x
x

nn

mm

xn

m

x
=

++++⋅−
++++⋅−

=
−
−

−−

−−

→→ 1 ... 1
1 ... 1lim

1
1lim 21

21

11
 

 
 
Aufgabe 5.15: 
 

f ist bei − 1
2  stetig, wenn der Graph an dieser Stelle keinen „Sprung“ macht, d.h. wenn 

lim ( ) lim ( )
x
x

x
x

f x f x
→−
≤−

→−
>−

= = −
1 2

1 2
1 2

1 2

11
4

 gilt. Für den ersten Limes lim ( )
x
x

f x
→−
≤−

1 2
1 2

 gilt nach Definition von 

f:  
 

( )
4

113
2
1

4
13lim)(lim 2

21
21

21
21

−=−+−=−−−=
−≤
−→

−≤
−→

xxxf
x
x

x
x

. 

 
Die Konstante a muss so gewählt werden, dass auch bei x = 1 kein „Sprung“ entsteht, d.h. da-
ss 
 

( )lim ( ) lim
x
x

x
x

f x x x a
→
>

→
>

= − + = −
1

1
1

1

2 2 11
4

 

 

gilt, also 1 2 11
4

− + = −a  bzw. a = − 1 75, . 

 
Aufgabe 5.16: 
 
(a) ( )

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

+⋅+
=

+
=

+
22

2

2

2 121121
)(

)1(
xxx

xx
x

x
xf

xf ,  

( ) 42
)(
)2(

2

2

=
⋅

=
⋅

x
x

xf
xf . 

 
(b) g x

g x

x

x

( )
( )
+

= =
+1 2

2
2

1

, 

g x
g x

g x
x

x

x x

x
x( )

( )
( )2 2

2
2 2

2
2

2

= =
⋅

= = . 
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(c) 
Ergebnis in (a): )(121)1( 2 xf

xx
xf ⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=+ , d.h. bei Vergrößerung des Argumentwerts 

x um 1 wächst f nur langsam, insbesondere bei sehr großen Werten von x. Trotzdem ver-
vierfacht sich der Funktionswert bei Verdoppelung des Argumentwerts. 
 
Ergebnis in (b): )(2)1( xgxg ⋅=+  zeigt, dass sich der Funktionswert jedesmal verdop-
pelt, wenn x um 1 wächst (schnelles, exponentielles Wachstum der Funktion g). Das 

schnelle Wachstum zeigt sich insbesondere in der Gleichung ( )g x g x( ) ( )2 2= , d.h. bei 

Verdoppelung des Arguments wird der Funktionswert quadriert. 
 
 
Aufgabe 5.17: 
 
langsames Wachstum                     schnelles Wachsstum 
 
(a) 

( )f n n3 2
5( ) log ( )=                f n n2

2( ) =           f n n1
3( ) =          f n n

n4

4

2

( )
log ( )

=  

 
(b) 

( )f n n1 2
2( ) log ( )=           f n n3( ) =          ( )f n n n4 2

3( ) log ( )= ⋅              f n n
n2

2

2

( )
log ( )

=  

 
 
Aufgabe 5.18: 
 
(a) 

( )43
32)(

+
+⋅

−=′
x

xxf  

 
(b) ( )

( )22

234

533
1010826)(

+⋅−⋅

−⋅−⋅+⋅−⋅
=′

xx
xxxxxf  

 
(c) 

( )′ = ⋅ + ⋅ = ⋅ +f x e x e
x

e
x

x xx x
x

( ) ln( ) ln( )1 1  

 
(d) ( )

x
x

x
xxf −

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −⋅+=
1111)(  

xxx
x

xx
xf

2
12

1)1(
)( −=

⋅−−−
=′  
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(e) 

( )
′ = −

+ ⋅
f x

x x
( )

ln( )
2

1 2  

 
(f) f x h xh x x( ) ( )( )= =2 3  mit  

( ) ( )′ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅f x x x
x x

( ) ln( ) ln( ) ln( ) ln( )3 3 2 2 2 3 3 23 3  
 
 
Aufgabe 5.19:  
 

( ) ( )p x x x p x p x( ) ( )= − ⋅ ≠0
2

1 1 0 0  mit , 

( ) ( ) )()(2)( 1
2

010 xpxxxpxxxp ′⋅−+⋅−⋅=′ , 

( ) ( ) ( ) ).()(2)(2)(2)( 1
2

010101 xpxxxpxxxpxxxpxp ′′⋅−+′⋅−⋅+′⋅−⋅+⋅=′′  

 
Es gilt ′ =p x( )0 0  und 0)(2)( 010 ≠⋅=′′ xpxp . Also hat p an der Stelle x0  einen Extremwert.  

 
 
Aufgabe 5.20: 
 

( )p x x x x xm m m( ) = ⋅ − = −+2 21 , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) miximmmximmmxp imimi , ... ,1für   1 ... 112 ... 12)( 2)( =⋅+−⋅⋅−⋅−⋅+−+⋅⋅+⋅+= −−+  

p i mi( ) ( )0 0= <  für , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0!1 ... 13 ... 12)()0( 0
2

0
)()( <−=⋅⋅−⋅−⋅⋅⋅+⋅+== == mmmxmmxpp xx

mm  

                  (zum ersten Mal ≠ 0), 
p m( ) ( )+ =1 0 0 , 

( ) ( ) ( ) )!2(1 ... 12)()0( 0
)2()2( +=⋅⋅+⋅+== =

++ mmmxpp x
mm  

p i mi( ) ( )0 0 2= > +  für . 
 
Für gerades m hat p bei x = 0 einen Extremwert; es handelt sich wegen p m( ) ( )0 0<  um ein 
Maximum. Für ungerades m hat p bei x = 0 einen Wendepunkt. 
 
 
Aufgabe 5.21: 
 
(a) Der Absatz ist zu dem Zeitpunkt maximal, an dem f ein Maximum annimmt: 

 
( )22222 2)2(2)( tteetettf ttt −⋅⋅=−⋅⋅+⋅⋅=′ −−− , 
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( ) ( )1422)21(2)2(2)( 22222 +⋅−⋅⋅⋅=⋅−⋅⋅+−⋅−⋅⋅=′′ −−− ttetettetf ttt . 
 
Die erste Ableitung wird = 0 gesetzt. Das ergibt ( ) 02 22 =−⋅⋅ − tte t   und wegen e t− ≠2 0  
die beiden Lösungen t01 0=  und t02 1= . Die erste Lösung liegt nicht im Definitionsbe-
reich von f, also kommt für ein Maximum höchstens die zweite Lösung in Betracht. 
′′ = ′′ = − ⋅ <−f t f e( ) ( )02

21 2 0 , also liegt bei t02 1=  wirklich ein Maximum vor mit dem 

Wert f e( )1 2= − . 
 
(b) Der Absatz nimmt zu, wenn ′ >f t( ) 0  ist, und fällt in dem Bereich, in dem ′ <f t( ) 0  

gilt. Es ist ′ >f t( ) 0  genau dann, wenn t t− >2 0  ist, d.h. wegen t > 0, wenn t < 1 gilt. 
Entsprechend ist ′ <f t( ) 0  für t > 1. 

 
(c) Der Absatz steigt am schnellsten, wenn die Absatzsteigerung ′f t( )  maximal ist, d.h. 

wenn ′′ =f t( ) 0  und ′′′ ≠f t( ) 0 gilt. ′′ =f t( ) 0  liefert wegen e t− ≠2 0  die Gleichung 

2 4 1 02t t− + =  mit den Lösungen t01 02 1 1 1 2, = ± − , d.h. t01 = 0,293 und t02 = 1,707. Es 

gilt ′′′ ≠f t( )01 0 , also liegt hier tatsächlich ein Wendepunkt von f vor. Der Absatz steigt 
am schnellsten zum Zeitpunkt t01 = 0,293; im Bereich t > 1 fällt der Absatz, und zwar am 
schnellsten zum Zeitpunkt t02 = 1,707. 

 
(d) f ist konvex in I, wenn ′′ ≥f t( ) 0  für alle t I∈  gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn 

2 4 1 02t t− + ≥  ist (hier wird wieder e t− ≠2 0  genutzt). Umformungen dieser Gleichung 

ergeben nacheinander 0
2
122 ≥+⋅− tt , 0

2
11122 ≥+−+⋅− tt  und ( )t − ≥1 1

2
2 . Daher 

gilt 0 1 1 2< < −t  oder t > +1 1 2 . 

 

f ist konvex in ] [ ] [0 1 1 2 1 1 2, ,    − ∪ + ∞  und konkav in [ ]1 1 2 1 1 2− +,   . 
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(e)  

0 

0,02 

0,04 

0,06 

0,08 

0,1 

0,12 

0,14 

0,05 0,4 0,75 1,1 1,45 1,8 2,15 2,5 2,85 

 
 
 
Aufgabe 5.22: 
 

Bezüglich ( )∑
=

−⋅=
n

i
i Sx

n
Smqa

1

21)(  sind die Zahlen x x xn1 2, ,  . . .  ,  Konstanten. Daher ist 

( ) ( )∑
=

−⋅−⋅⋅==′
n

i
i Sx

ndS
SmqadSamq

1
121)( )( . Die Ableitung wird auf 0 gesetzt und nach S 

aufgelöst und ergibt nacheinander ( ) ( ) 0121
1

=−⋅−⋅⋅∑
=

n

i
i Sx

n
, ( )x Si

i

n

− =
=
∑

1

0 , ∑
=

=⋅
n

i
ixSn

1
 

und ∑
=

⋅=
n

i
ix

n
S

1

1 . daher ist s  gerade der Mittelwert der Beobachtungen x x xn1 2, ,  . . .  , . Dass 

tatsächlich ein Minimum vorliegt, sieht man an 02)1(2)(
1

>=−⋅−=′′ ∑
=

n

in
Samq . 

 
 
Aufgabe 5.23: 
 
(a) Fall „0/0“: 

 

2
12
24

1224
1236lim

1212
1212lim

264
363lim

2

12

3

123

24

1
==

−⋅
−⋅

=
⋅−⋅
⋅−⋅

=
+⋅−⋅
+⋅−⋅

→→→ x
x

xx
xx

xx
xx

xxx
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(b) Fall „0/0“: 
 

( ) ( )

( )( ) ( ) 2
1

11lim

1lim

1
11

lim
)1ln(
2lim

0

0

00

=
⋅−++⋅+

=

+⋅−
=

+
−

−
=

+−
−+

−−

→

−

→

−

→

−

→

xxxx

x

xx

x

xx

x

xx

x

eexee
x

xee
x

ee
xx

ee

 

 
(c) Fall „0/0“: 

 

n
m

xn
xm

x
x

n

m

xn

m

x
=

⋅
⋅

=
−
−

−

−

→→ 1

1

11
lim

1
1lim  

 
(d) Fall „0/0“: 

 

lim lim
x x x x

x
e e→ →−

= =
0 01

1 1 

 
(e) ( ) ( )( ) ( ) ( )lim ln ln lim ( ) ( ) lim ( ) ( )

x x x
x x h x g x g x h x

→ → →
− − − = − + = −

1 1 1
1 1  mit 

( )h x x( ) ln= − −1  und ( )g x x( ) ln= − −1 . Jetzt liegt der Fall „∞−∞“ vor. Exponentie-

ren führt auf den Fall „0/0“: 
 

( )

( )e e
e

e
e

e
e

x
x

g x h x
g x

h x

h x

g x

x

x
( ) ( )

( )

( )

( )

( )

ln

ln
−

− −

− −
= = = =

−
−

1
1

1
1

1
1

1

1
 und lim lim

x x

x
x

x

→ →

−

−
−

=
−

−
=

1 1

1
2

1
1

1
2

1
1
2

. 

 
Also ist 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )lim ln ln lim ln ln lim ln ,6931471( ) ( ) ( ) ( )

x x

g x h x

x

g x h xx x e e
→ →

−

→

−− − − = = = ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= −

1 1 1
1 1 1

2
0

 
 
Aufgabe 5.24: 
 
Zunächst ist das Erfülltsein der Bedingungen im Newton-Verfahren zu überprüfen. 
 
Für p x x x x( ) = − − −3 2 1  ist ′ = − −p x x x( ) 3 2 12 2  und ′′ = −p x x( ) 6 2 . 

Wir wählen das Intervall [ ]I a b= ,  mit a = 1,5 und b = 2. 
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Bedingung (1): In I wechselt das Vorzeichen von p: p(1,5) = –1,375 und p(2) = 1. 
 

Bedingung (2): Die Nullstellen von ′p  sind x01 1=  und x02
1
3

= − , liegen also nicht in I. 

 
Bedingung (3): Da 26)( −⋅=′′ xxp  monoton steigt und ′′ =p ( , )15 9 und ′′ =p ( )2 10  sind, gilt 

′′ >p x( ) 0 für jedes x I∈ . 
 
Bedingung (4): ′ = ′ =p a p( ) ( , ) ,7515 2  und ′ = ′ =p b p( ) ( )2 7. Mit c = 1,5 gilt 

p c
p c

b a
( )
( )

,
,75

,
′

= = ≤ −
1375
2

0 5 . 

Wir wählen a0 1= ,75 , ( )
( ) 123

1
2

23

1 −⋅−⋅
−−−

−=
′

−=+
nn

nnn
n

n

n
nn aa

aaaa
ap
apaa . 

Die folgende Tabelle zeigt 18 Iterationsschritte dieses Verfahrens (mit einem Tabellenkalku-
lationsprogramm). Man sieht, dass bereits nach 4 Iterationsschritten keine Änderung in der 
13. Dezimalstelle nach dem Komma (gerundet) auftritt. Die dritte Spalte zeigt, dass der Funk-
tionswert „sehr dicht“ bei 0 liegt: die Abweichung ist kleiner als 10-15. Mit der vom Tabellen-
kalkulationsprogramm bereitgestellten „Berechnen-für“-Funktion erhält man nach 100 Itera-
tionen x0 = 1,8392859993692 und ( )f x0 = 4,135E - 06, also ein wesentlich schlechteres Er-

gebnis. 
 

n an f(an) 

0 1,75 -0,453125 
1 1,8466666666667 0,0406172 
2 1,8393313374055 0,0002439 
3 1,8392867568556 8,979E-09 
4 1,8392867552142 2,828E-16 
5 1,8392867552142 2,828E-16 
6 1,8392867552142 2,828E-16 
7 1,8392867552142 2,828E-16 
8 1,8392867552142 2,828E-16 
9 1,8392867552142 2,828E-16 

10 1,8392867552142 2,828E-16 
11 1,8392867552142 2,828E-16 
12 1,8392867552142 2,828E-16 
13 1,8392867552142 2,828E-16 
14 1,8392867552142 2,828E-16 
15 1,8392867552142 2,828E-16 
16 1,8392867552142 2,828E-16 
17 1,8392867552142 2,828E-16 
18 1,8392867552142 2,828E-16 



Lösungen der Übungsaufgaben 89
 

 
 
Aufgabe 5.25: 

Die Approximationsfolge ( )an n∈N  lautet a0 2
157= ≈

π , , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅=+

n
nn a

aa π
2
1

1 . Die folgende 

Tabelle zeigt das Verfahren nach 6 Iterationen: 
 

n an f(an) 

0 1,57 -0,67669265358979 
1 1,785507214519 0,046443359509757 
2 1,772501565723 0,00016914690060625 
3 1,7724538515477 2,276642576066E-09 
4 1,7724538509055 2,7170106442487E-16 
5 1,7724538509055 2,7170106442487E-16 
6 1,7724538509055 2,7170106442487E-16 

 
Mit der vom Tabellenkalkulationsprogramm bereitgestellten „Berechnen-für“-Funktion erhält 
man nach 100 Iterationen x0 = 1,772455878664  und ( )f x0 = 7,188E - 06 , also wieder ein 

wesentlich schlechteres Ergebnis. 
 
 
Aufgabe 5.26: 
 
f x x( ) = +1 ,   x0 0=    f ( )0 1=  

( ) 211
2
1)( −+⋅=′ xxf       ′ =f ( )0 1

2
 

( ) 231
4
1)( −+⋅−=′′ xxf      ′′ = −f ( )0 1

4
 

( ) 251
8
3)( −+⋅=′′′ xxf       ′′′ =f ( )0 3

8
 

 
Das Taylorpolynom 3. Ordnung für f x x( ) = +1  an der Stelle x0 0=  lautet: 
 

( ) ( )T x
f x

i
x x

f f x f x f x

x x x

i
i

x
i

3
0

0 0
0

3

2 3

2 3

0

0 0 0
2

0
6

1
2 8 16

( )
!

( ) ( ) ( ) ( )

( )

= −

= + ′ ⋅ +
′′

⋅ +
′′′

⋅

= + − +

=
=
∑
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0 5 0 5, ( , )= −f , also 0 5 0 5 0 71093753, ( , ) ,≈ − =T  

Bemerkung: 0 5 0 7071067812, ,= , d.h. 0 5 0 5 0 0038307188 0 0043, ( , ) , ,− − = <T . 

 
 
Aufgabe 5.27: 
 
Man kann die gesuchten Werte a a a a a0 1 2 3 4, , ,  und  als Koeffizienten des Taylorpolynoms 

von p an der Stelle x0 3=  bestimmen: 
 

123)( 34 −⋅+⋅−= xxxxp   p( ) = 3 5 

294)( 23 +⋅−⋅=′ xxxp   ′ =p ( )3 29  

xxxp ⋅−⋅=′′ 1812)( 2    ′′ =p ( )3 54  
1824)( −⋅=′′′ xxp    ′′′ =p ( )3 54  

p x( ) ( )4 24=     p ( ) ( )4 3 24=  
 

Daher ist 4
)4(

32
4 )3(

24
)3(

6
)3()3(

2
)3()3()3()3()( −⋅+−⋅

′′
+−⋅

′′
+−⋅′+= xpxpxpxppxT . Da im 

vorliegenden Fall  T x p x4 ( ) ( )=  gilt, ist 
 
p x x x x x( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − + −5 29 3 27 3 9 3 32 3 4 , d.h.  
a a a a a0 1 2 3 45 29 1= = =, ,  = 27,  = 9 und .  
 
 
Aufgabe 5.28: 
 

Zunächst wird die durch 
( )

f x x
x

( ) = +
−

1
1 3  definierte Funktion um x0 0=  in eine Taylorreihe 

entwickelt: 
 

( )
f x x

x
( ) = +

−
1

1 3        f ( )0 1=  

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )46

23

1
22

1
1131)(

x
x

x
xxxxf

−
+⋅

=
−

−⋅+⋅+−
=′     ′ =f ( )0 4  

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )58

34

1
36

1
142212)(

x
x

x
xxxxf

−
+⋅

=
−

−⋅⋅+⋅+−⋅
=′′    ′′ =f ( )0 18  

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )610

45

1
424

1
136516)(

x
x

x
xxxxf

−
+⋅

=
−

−⋅+⋅⋅+−⋅
=′′′    ′′′ =f ( )0 96  
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„Vermutete“ Gesetzmäßigkeit (die sich z.B. durch vollständige Induktion beweisen lässt): 

.0für   
)1(

)1()!1()( 3
)( ≥

−
++⋅+

= + n
x

xnnxf n
n  

 
Das n-te Taylorpolynom von f an der Stelle x0 0=  lautet also: 

 

∑ ∑ ∑∑
= =

+

=

−

=

⋅=⋅+=⋅
+⋅+

==
n

i

n

i

n

i

iiii
n

i

i

n xixix
i

iix
i

fxT
0 0

1

1

122

0

)(

)1(
!

)1()!1(
!

)0()( . 

 
Falls man für das Restglied R xn ( )  nachweisen kann, dass es mit n →∞  gegen 0 konvergiert, 

gilt sogar 
( )

f x x
x

i x i

i

( ) = +

−
= −

=

∞

∑1
1 3

2 1

1

. 

 
1

4
1

4 )1(
)2()2(

)1(
)2()!2(

)!1(
1)( +

+
+

+ ⋅
−

++⋅+
=⋅

−
++⋅+

⋅
+

= n
n

n
nn x

z
znnx

z
znn

n
xR . Hierbei ist z ein Wert zwi-

schen 0 und x. Falls man x  „nicht zu groß“ wählt, konvergiert R xn ( )  mit n →∞  gegen 0 

(wir brauchen x = 1
2 ): 

 

Es wird also R xn ( )  für 0 1
2

≤ ≤x  untersucht: 

Wegen 0 1
2

≤ ≤x  ist 0 1
2

< < ≤z x  und 

4

212

1
4

1
4

)1(
)2()2(

)1(
)2()2(

)1(
)2()2()(

+

++

+
+

+
+

−
⋅++⋅+

=

⋅
−

++⋅+
<

⋅
−

++⋅+
=

n

nn

n
n

n
nn

z
xnxn

x
z

xnn

x
z

znnxR

 

 

Wir setzen c x
z

=
−1

. Dann gilt 0 1≤ <c  und 

 

2
2

1
3

2

4

212

)1(
2

)1(
)2(

)1(
)2()2()(

++

+

++

⋅
−
+

+⋅
−
+

≤

−
⋅++⋅+

<

nn

n

nn

n

c
z

nc
z

n
z

xnxnxR
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Da die Potenzen c cn n+ +1 2bzw.  schneller gegen 0 konvergieren als die Polynome ( )n + 2 2  

bzw. n + 2  gegen ∞ , gilt lim ( )
n nR x
→∞

= 0 . Es ist also für 0 1
2

≤ ≤x  in der Tat 

( ) ∑
∞

=

−⋅=
−
+

=
1

12
31

1)(
i

ixi
x
xxf   (man kann dies sogar für x <1 zeigen). 

 

( )
n fn

n

2

1
1

32
1
2

1 1 2

1 1
2

12−
=

∞

∑ = ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
=

+

−
= . 

 
 
Aufgabe 5.29: 
 
f x x e x( ) = ⋅2         f ( )0 0=  

( )22 22)( xxeexexxf xxx +⋅⋅=⋅+⋅⋅=′     ′ =f ( )0 0  

( ) ( ) ( )24222)( 22 +⋅+⋅=⋅+⋅++⋅⋅=′′ xxexexxexf xxx    ′′ =f ( )0 2  

( ) ( ) ( )664224)( 22 +⋅+⋅=+⋅⋅++⋅+⋅=′′′ xxexexxexf xxx   ′′′ =f ( )0 6  

( ) ( ) ( )1286266)( 22)4( +⋅+⋅=+⋅⋅++⋅+⋅= xxexexxexf xxx   f ( ) ( )4 0 12=  

( ) ( ) ( )201082128)( 22)5( +⋅+⋅=+⋅⋅++⋅+⋅= xxexexxexf xxx   f ( ) ( )5 0 20=  
 

Daher ist T x x x x x
5

2 3
4 5

2 6
( ) = + + + . 

 

Einfachere Lösung: f x x e x x
i

x
i

i

( )
!

= ⋅ = ⋅
=

∞

∑2 2

0

. 

 

Also ist T x x x
i

x x x xi

i
5

2

0

3
2

2 3

1
2 6

( )
!

= ⋅ = ⋅ + + +
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

=
∑ = x x x x2 3

4 5

2 6
+ + + . 

 
Aufgabe 5.30: 
 
 (a) Für 1=n  steht links 32131 =+=+ FF  und rechts 34 =F . Die Behauptung gelte für 

1≥n . Dann ist  
 

 

( ) ( )

( ) , 
Zahlen-Fibonaccider  Definitionnach                

annahmeInduktionsnach     
 ...  ... 

212

42

3222

32123111231

++⋅

+⋅

+⋅+⋅

+⋅+⋅++⋅

=
=

+=

++++=+++

n

n

nn

nnn

F
F

FF
FFFFFFF
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 also gilt die Behauptung auch für 1+n . 
 
(b) Für 1=n  steht links 11 =F  und rechts 11213 =−=−F . Die Behauptung gelte für 

1≥n . Dann ist 
 

 

( )

( ) , 1
Zahlen-Fibonaccider  Definitionnach                   1

annahmeInduktionsnach          1
 ...  ... 

21

3

12

121121

−=
−=

+−=
++++=+++

++

+

++

++

n

n

nn

nnn

F
F

FF
FFFFFFF

 

 
 also gilt die Behauptung auch für 1+n . 
 
(c) Für 1=n  gilt die Gleichung: ( )122

102 1101 −=−⋅=−⋅ FFF . Die Behauptung gelte für 

1≥n . Dann ist 
 

( )

( )
( ) ( )
( )

( ) , 1

Zahlen-Fibonaccider  Definitionnach                           1

1

annahmeInduktionsnach      1

1

2
1

12
1

2
1

1
11

2
1111

2
1

2
1

2
11

2
12

+

+
+

+

+
+

−+

+−++

++

++++

−=

−−+=

−−++⋅=

−−−⋅+⋅=

−+⋅=

−⋅+=−⋅

n
n

n
n

n
n

nnn

n
n

nnnn

nnnn

nnnnnnn

FF

FFFF

FFFFF

FFFF

FFFFFFF

 
 also gilt die Behauptung auch für 1+n . 
 
(d) Die Formel nknkkn FFFFF ⋅+⋅= −++ 11  für 1≥k  wird durch vollständige Induktion über k 

bewiesen. Für 1=k  und 2=k  stimmt die Behauptung. Sie gelte für 2≥k  und den 
Vorgänger 1−k . Das heißt: 

 
 nknkkn FFFFF ⋅+⋅= −++ 11  und nknkkn FFFFF ⋅+⋅= −+−−+ 2111 . 

 
 Dann ist 
 

 
( ) ( )
( ) ( )

.   

annahmeInduktionsnach    

1

2111

21111

11

nknk

nkknkk

nknknknk

knknkn

FFFF
FFFFFF

FFFFFFFF
FFF

⋅+⋅=
⋅++⋅+=

⋅+⋅+⋅+⋅=
+=

+

−−+−

−+−−+

−++++
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(e) 00 =F  ist gerade. 

 
 Es wird gezeigt: Für N∈k  mit 1≥k  sind kF ⋅3  gerade und 13 −⋅kF  und 23 −⋅kF  ungerade. 

 
 Für 1=k  stimmt die Behauptung, und sie gelte für 1≥k . Dann sind 

( ) kkkk FFFF ⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅−+⋅⋅ +== 31313213  und ( ) 13323113 +⋅⋅⋅⋅+⋅⋅−+⋅⋅ +== kkkk FFFF  jeweils als Summe ei-

ner ungeraden und geraden Zahl ungerade, und ( ) ( ) ( ) 11321313 −+⋅⋅−+⋅⋅+⋅⋅ += kkk FFF  ist als Sum-

me zweier ungerader Zahlen gerade. 
 
(f) Es werden zwei „Richtungen“ der Aussage bewiesen: 
 

1. Ist nF  durch 4 teilbar, dann ist n durch 6 teilbar. 

2. Ist n durch 6 teilbar, dann ist nF  durch 4 teilbar. 

 
 Zu 1.: Ist nF  durch 4 teilbar, dann ist nF  gerade, und  nach Aufgabe (e) ist n durch 3 

teilbar. Nach Aufgabe (c) ist ( )nnnn FFF 111
2 −−⋅= −+ . Da 2

nF  als eine durch 16 

teilbare Zahl gerade ist und 1+nF  und 1−nF  ungerade sind und damit 11 −+ ⋅ nn FF  

ungerade ist, gilt ( ) 11 −=−− n . Damit ist n gerade. Also ist n durch 2 und durch 
3 und damit durch 6 teilbar. 

 
 Zu 2.: Es wird gezeigt: Für kn ⋅= 6  ist nF  durch 4 teilbar. Es ist 86 =F  durch 4 teil-

bar. Die Behauptung gelte für 1≥k . Dann ist die Fibonacci-Zahl 
  ( ) kkkkkk FFFFFFFF ⋅+⋅⋅+⋅+⋅+⋅ ⋅+⋅=⋅+⋅== 616651666616 58  (hier wird das Ergebnis aus 

Aufgabe (d) verwendet) durch 4 teilbar, da nach Induktionsannahme kF ⋅6  durch 

4 teilbar ist. 
 
(g) Es wird folgende Aussage durch vollständige Induktion über k bewiesen: 
 
 Für N∈k  mit 1≥k  gilt: 
 
 5) (mod 05 ≡⋅kF , 5) (mod 5 aF lk ≡−⋅  mit 0≠a  für l = 1, 2, 3, 4. 

 
 Für 1=k  ist 5) (mod 0515 ≡=⋅F , 3115 =−⋅F , 2215 =−⋅F , 1315 =−⋅F , 1415 =−⋅F . Die Behaup-

tung gelte für 1≥k . Zu zeigen ist, dass aus dieser Annahme folgt: 
 
 ( ) 5) (mod 015 ≡+⋅ kF , ( ) 5) (mod 15 aF lk ≡−+⋅  mit 0≠a  für l = 1, 2, 3, 4. 
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 Mit dem Ergebnis aus Aufgabe (h), das unabhängig vom Ergebnis von Aufgabe (g) be-
wiesen wird, folgt unmittelbar: ( ) 5) (mod 0515 ≡⋅=+⋅ FhF k . Mit dem Ergebnis aus Auf-

gabe (d) ergibt sich: 
 
 

( ) ( ) 5) (mod 5) (mod 335 5515541555515 lklklklklklklk FFFFFFFFF −⋅−⋅+−⋅−⋅+−⋅−+⋅−+⋅ ⋅≡⋅+⋅=⋅+⋅== . 

 
 Nach Induktionsvoraussetzung ist ( ) 5) (mod 15 aF lk ≡−+⋅  mit 0≠a  für l = 1, 2, 3, 4. Wie 

man leicht nachprüft, ist dann auch ( ) 05) (mod 5) (mod 3 5 ≠⋅ −⋅ lkF . Daher gilt die 

Behauptung auch für 1+k . 
 
(h) Behauptet wird: Ist mln ⋅=  mit N∈l , so gilt mn FhF ⋅=  mit einer Zahl N∈h . 

 
 Diese Behauptung wird durch vollständige Induktion über l bewiesen, wobei für 1=l  

nichts zu zeigen ist.  
 
 In Aufgabe (d) wird mn =  und mk =  gesetzt. Dann ist 
 
 ( )11112 +−−+⋅ +⋅=⋅+⋅= mmmmmmmm FFFFFFFF . 

 
 Für mk ⋅= 2  ergibt sich 
 
 ( ) hFFFFFFFFFFFF mmmmmmmmmmmm ⋅=⋅+⋅+⋅=⋅+⋅= −⋅++−−⋅+⋅⋅ 1211112123 . 

 
 Damit ist die Behauptung für 2=l  und 3=l  gezeigt. Sie gelte für 1≥l . Dann ist  
 

 
( )

( ) .  
annahmeInduktionsnach        

1

1

111

−⋅

−⋅

−⋅+⋅+⋅+⋅

+⋅=
⋅+⋅=

⋅+⋅==

lmm

mlmm

mlmmlmmlmlm

FhF
FFhF

FFFFFF
 

 
 Damit gilt die Behauptung auch für 1+l . 
 
 
Aufgabe 5.31: 
 
(a) Der einzige Knoten auf Niveau 0 (die Wurzel) hat die Nummer 1. Der ganz links stehen-

de Knoten auf Niveau 1 trägt die Nummer 2. Das Niveau 2 enthält 2 Knoten (Nummern 
2 und 3), so dass der erste Knoten auf Niveau 3 die Nummer 4 bekommt usw. 
Allgemein: Es sei j die Nummer eines Niveaus mit 0 < j < m, wobei m die Nummer des 
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höchsten Niveaus ist. Da der Binärbaum vollständig ist, gibt es bis zum Niveau j −1 

einschließlich 2 1 2 11 1( )j j− + − = −  viele Knoten. Also trägt der ganz  links stehende Kno-
ten auf Niveau j die Nummer 2 j .  

 
(b) Der Knoten mit der Nummer i stehe auf Niveau j. Vor ihm (auf Niveau j) stehen l ≥ 0  

viele Knoten. Also ist nach (a) i lj= +2 . Diese Knoten vor ihm haben auf Niveau j + 1 
jeweils zwei Nachfolger, so dass vor dem linken Nachfolger des Knotens mit der Num-
mer i auf Niveau j + 1 insgesamt l⋅2  viele Knoten stehen. Der linke Nachfolger hat also 
(da er auf Niveau j + 1 steht) die Nummer ilj ⋅=⋅++ 222 1 , der rechte Nachfolger die 
Nummer 12 +⋅ i . 

 
 
  



 
Aufgabe 6.1:  
 

( ) ( )A B C = A B C⋅ ⋅
− −
− −
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ ⋅ ⋅

123 31 29
111 108 146

=  

 
 
Aufgabe 6.2: 
 
(a) ( ) ( ) ( )A B A B A B = A A B) + B A) + B2+ = + ⋅ + + ⋅ ⋅2 2( ( . damit der binomische 

Lehrsatz gilt, muß A B = B A⋅ ⋅  sein. Im Beispiel: 
 

1 2
2 1

3 1
1 3

5 7
7 5

3 1
1 3

1 2
2 1

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ ⋅
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ =

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ ⋅
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥=  bzw. 

2 1
3 3

1 3
5 4

7 10
18 21

1 3
5 4

2 1
3 3

9 10
22 17

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ ⋅
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ =

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ ⋅
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ =

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ und . 

 
Damit A B = B A⋅ ⋅  gilt, müssen A und B quadratisch sein, etwa [ ]A =

= =
ai j i n j n, ,..., , ,...,1 1

 

und [ ]B =
= =

bi j i n j n, ,..., , ,...,1 1
, und es muß ∑ ∑

= =

⋅=⋅
n

k

n

k
kijkjkki baba

1 1
,,,,  gelten. Es genügt nicht, 

daß in A bzw. B jeweils die einzelnen Zeilen gleich den einzelnen Spalten sind, wie 
etwa das Beispiel 
 

A =
⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

1 2 3
2 1 0
3 0 1

 und B =
⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

1 2 4
2 1 5
4 5 1

 

 

zeigt. Hier ist A B⋅ =
⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

17 19 17
4 5 13
7 11 13

 und B A⋅ =
⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

17 4 7
19 5 11
17 13 13

. 

 
Aufgabe 6.3: 
 
 (a) Es sei ( ) [ ]A =T T

i jb , , [ ]A =T
i ja , . Dann ist b a a ai j i j j i i j, , , ,= = = . 

Es sei ( ) [ ]A B⋅ =T
i jc ,  mit c ci j j i, ,=  und c j i, = Element im Schnittpunkt der Zeile j 

und der Spalte i in A B⋅ . 
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∑
=

⋅==
n

k
ikkjijji bacc

1
,,,, = Element in der i-ten Zeile und j-ten Spalte von ( )A B⋅ T . 

Das Element in der i-ten Zeile und j-ten Spalte von B AT T⋅  lautet 
 

∑ ∑
= =

==⋅=⋅
n

k

n

k
jiijkjikjkki ccabab

1 1
,,,,,, . 

 
(b) Es sei A eine (n, m)-Matrix. Dann ist AT  eine (m, n)-Matrix. Also ist sind die Pro-

dukte ( ) ( )A A A A⋅ ⋅T T und  immer definiert: A A⋅ T  ist eine (n, n)-Matrix und 

A AT ⋅  eine (m, m)-Matrix. Es gilt nach (a): 
 

( )A A A A A A⋅ ⋅ ⋅T T TT T T= =  und 

( )A A A A A AT T T TT T⋅ ⋅ ⋅= = , d.h. 

 

( ) ( )A A A A⋅ ⋅T T und  sind quadratische, zur Hauptdiagonalen symmetrische Matri-

zen. 
 
 
Aufgabe 6.4: 
 
(a) 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−⋅

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⋅

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⋅

0
0
0

1
1
0

+
0
2
0

+
1
0
1

321 kkk  impliziert: 

 
k1 0=   (1. Zeile), 

02 32 =−⋅ kk  (2. Zeile) und 

k k1 3 0+ =  (3. Zeile). 
 
Daher ist k k3 1 0= − =  und 02 32 ==⋅ kk , also k2 0= . Die Vektoren sind linear-

unabhängig. 
 
(b) 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−⋅+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
⋅

0
0
0

3
2
0

1
0
2

21 kk  führt auf 02 1 =⋅k  (1. Zeile) und 02 2 =⋅− k  (2. Zeile), also 

k k1 2 0= = . Die 3. Zeile wird nicht gebraucht. 
 
(c) [ ] [ ] [ ]0003

1
3

11113 21 =−−⋅+−⋅ kk  impliziert 12 3 kk ⋅=  (1. Spalte). Die an-
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deren beiden Zeilen führen auf dieselbe Gleichung. Man kann daher k1 0≠  beliebig 
wählen; die Vektorgleichung bleibt erfüllt. Daher sind die Vektoren linear-abhängig. 

 
(d) Die Gleichung ( ) ( ) ( ) 0321

rrrrrrr
=+⋅++⋅++⋅ cakcbkbak  impliziert 

 
( ) ( ) ( ) 0322131

rrrv =⋅++⋅++⋅+ ckkbkkakk  und wegen der linearen Unabhängigkeit von 

{ }r r ra b c, ,  : 

 
k k
k k

k k

1 3

1 2

2 3

0
0
0

+ =
+ =

+ =

   (Zeile 1)
   (Zeile 2)
   (Zeile 3)

 

 
k k3 2= −  (aus Zeile 3) in Zeile 1 einsetzen ergibt k k1 2= . Diese Ergebnisse werden in 

Zeile 2 eingesetzt, und es folgt 02 2 =⋅k , also nacheinander k2 0= , k1 0=  und k3 0= , 

also ist { }r r r r r ra b b c a c+ + +, ,   eine Menge linear-unabhängiger Vektoren. 

 

Es gilt ( ) ( )r r r r r ra c a b b c+ = − + + , d.h. einer der Vektoren ist eine Linearkombination der 

beiden anderen. Die Menge { }r r r r r ra b b c a c− + +, ,   ist linear-abhängig. 

 
 
Aufgabe 6.5: 
 
(a) x1 3= , x2 4= − , x3 2=  (b) x1 0= , x2 1= − , x3 3=  
 
(c) x1 1= , x2 2= , x3 1= − , x4 3=  
 
(d) x1 2= , x2 0= , x3 0=    
 
(e) Die erweiterte Koeffizientenmatrix wird elementaren Umformungen unterworfen, so daß 

sie möglichst auf Diagonalform kommt: 
Ausgangsmatrix: 
 

1 1 1 3
3 2 1 5
2 3 4 10

|
|
|

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

 

 
Die erste Zeile wird mit –3 multipliziert und zur zweiten Zeile addiert. Entsprechend 
wird die erste Zeile mit –2 multipliziert und zur dritten Zeile addiert: 



100 Lösungen der Übungsaufgaben 
 

 
1 1 1 3
0 1 2 4
0 1 2 4

|
|
|

− − −
⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

 

 
Die zweite Zeile wird zur dritten Zeile addiert: 
 

1 1 1 3
0 1 2 4
0 0 0 0

|
|
|

− − −
⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

 

 
Die Lösung ist nicht eindeutig. Man kann x3  beliebig wählen. Aus der zweiten Zeile 
folgt 42 32 −=⋅−− xx  bzw. 32 24 xx ⋅−= . Aus der ersten Zeile ergibt sich 

x x x1 2 33= − − . Die Lösungsmenge lautet also: 
 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
⋅−=−=∈

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
uxuxu

u
x
x

24 ,1 , 212

1

R . 

 
(f) x1 1= − , x2 4= , x3 0=    
 
 
Aufgabe 6.6: 
 
Die erweiterte Koeffizientenmatrix lautet 
 

1 1 1 1
2 3 3
1 3 2

−⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

|
|
|

a
a

 

 
Elementare Umformungen führen auf 
 

1 1 1 1
0 1 2 1
0 0 6 22

−
+

− − + − +

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

|
|
|

a
a a a

 

 
Es gibt eine eindeutige Lösung, wenn der Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix gleich 
dem Rang der Koeffizientenmatrix gleich 3 ist, d.h. bei − − + ≠a a2 6 0 , also bei a ≠ −3 und 
a ≠ 2 . 
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Es gibt keine Lösung bei − − + =a a2 6 0  und − + ≠a 2 0 , d.h. bei a = −3. 
 
Es gibt unendlich viele Lösungen bei − − + =a a2 6 0  und − + =a 2 0 , d.h. bei a = 2 . 
 
 
Aufgabe 6.7: 
 
(a) 2 1 0

1 0 2
3 1 4−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

 

 
Elementare Umformungen führen auf 
 

1 1 2 0
0 1 2 2
0 0 6

−
−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

 

 
Daher ist der Rang gleich 3. 

 
(b) 1 0 2 1

3 1 1 0
0 2 0 1
0 1 1 1
4 1 1 1

−
−

−
−
−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

 

 
Elementare Umformungen führen auf 
 

1 0 2 1
0 1 7 3
0 0 14 5
0 0 6 4
0 0 0 0

−
−

−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

 

 
Der Rang ist 4. 
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Aufgabe 6.8: 
 
(a) Die einzelnen Zwischenschritte, die zur inversen Matrix führen, sind: 

 
− −⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

4 5 1 0
1 2 0 1

|
|

 

 
1 5 4 1 4 0
1 2 0 1

|
|

−⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  

 
1 5 4 1 4 0
0 3 4 1 4 1

|
|

−⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  

 
1 5 4 1 4 0
0 1 1 3 4 3

|
|

−⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  

 

1 0 2 3 5 3
0 1 1 3 4 3

|
|

− −⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ , d.h. 

− −⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ =

− −⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

−4 5
1 2

2 3 5 3
1 3 4 3

1

 

 
(b) 1 0 2

4 1 2
0 1 0

0 2 0 2 0 2
0 0 1

0 4 0 1 0 1

1

−
⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

=
−

−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

− , , ,

, , ,
 

 
 
Aufgabe 6.9:  
 

A =
−
−

−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

1 0 1
2 1 3
0 1 2

,  AT = −
− −

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

1 2 0
0 1 1
1 3 2

, 

 

A− =
−
−
−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

1

1 1 1
4 2 1
2 1 1

, ( )AT −
=

− − −⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

1
1 4 2
1 2 1
1 1 1

. 
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