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Problem des léngsten Wegs in einem gewichteten Graphen:

Instanz:  |G,v,,v,,K]|, G=(V,E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter)
Graph mit der Knotenmenge V ={v,,...,v. }, bestehend aus n Knoten, und der
Kantenmenge Ei V" V; v,TV;v,1V; dieFunktion w: E® R., gibt jeder
Kante el E en Gewicht; KIR.,,; size(GK])=k=nx8 mit
B = max{ dog(w(e))ilel E}

Gesucht: ein einfacher Weg (d.h. ohne Knotenwiederholungen) von v, nach v; mit Ge-
wicht 3 K.

Beweis: By, , «] ist €ine Folge i,,i,,....i, von natirlichen Zahlen aus {1,...,n} (mit
Langein O(n¥og(n))

Arbeitsweise des Verifizierers: Uberpriifung, ob v, ,v, ,...,v, einen einfachen Weg (d.h.
ohne Knotenwiederholungen) von v, nach v, mit Gewicht 3 K beschreibt. In

diesem Fall wird j a ausgegeben, ansonsten nei n.

Man kennt heute mehrere tausend Probleme aus NP. In der angegebenen Literatur werden ge-
ordnet nach Anwendungsgebieten umfangreiche Listen von NP-Problemen aufgefiihrt.

54 NP-Vollstandigkeit

Die bisher beschriebenen Probleme entstammen verschiedenen Anwendungsgebieten. Dem-
entsprechend unterscheiden sich die Alphabete, mit denen man die jeweiligen Instanzen bil-
det. Boolesche Ausdriicke werden mit einem anderen Alphabet kodiert als gewichtete Gra-
phen oder Instanzen fir das Partitionenproblem. Selbstversténdlich lassen sich letztlich alle
Probleme mit Hilfe des Alphabets { 0,1} kodieren, so dal? man mit einem einzigen Alphabet
auskommen konnte. Aber selbst, wenn die Eingabeinstanzen unterschiedlicher Probleme mit
dem Alphabet { 0,1} kodiert werden, weisen die dann so kodierten Bestandteile der betrach-
teten Objekte wie Graphen, Boolesche Variablen oder Zahlen immer noch grundlegend ver-
schiedene Eigenschaften auf, so dal3 man weiterhin davon ausgehen kann, dald man unter-
schiedliche Anwendungen mit Hilfe unterschiedlicher Alphabete kodiert. Im folgenden wird
eine Verbindung zwischen den unterschiedlichen Problemen und ihren zugrundeliegenden
Alphabeten hergestellt.

Eine Funktion f:S, ® S,, die Worter Uber dem endlichen Alphabet S, auf Worter Tber
dem endlichen Alphabet S, abbildet, heif3t durch einen deterministischen Algorithmus in
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polynomieller Zeit berechenbar, wenn gilt: Es gibt einen deterministischen Algorithmus
A mit Eingabemenge S, und Ausgabemenge S, und ein Polynom p, mit folgenden Ei-
genschaften:

bei Eingabe von xI S, mit der GroRe |x=n erzeugt der Algorithmus die Ausgabe

f (x)T S, und benétigt dazu héchstens O(p, (n))viele Schritte.

— 7 AN —> fxS,
Berechnung mit O(p; (n))

vielen Schritten

Essden LI S, und L, S, zwei Mengen aus Zeichenketten (Wortern) tber jeweils zwei
endlichen Alphabeten. L, heif% polynomiell (many-one) reduzierbar auf L,, geschrieben

L EPL,,

wenn gilt: Es gibt eine Funktion f : S; ® S, die durch einen deterministischen Algorithmus

in polynomieller Zeit berechenbar ist und fur die gilt:
xI LU f(x)7 L,.

Diese Eigenschaft kann auch so formuliert werden:
xI Lp f(x)T L,und xT L, p f(X)T L,.

Bemerkung: Es gibt noch andere Formen der Reduzierbarkeit zwischen Mengen, z.B. die all-
gemeinere Form der Turing-Reduzierbarkeit mit Hilfe von Orakel-
Turingmaschinen.

Die Bedeutung der Reduzierbarkeit £° zeigt folgende Uberlegung.

Fur dieMengen L, i S; und L, i S, gelte L, £° L, mittels der Funktion f:S, ® S, bzw.
des Algorithmus A ; . Seine Zeitkomplexitét sei das Polynom p;, . Fir die Menge L, gebe es

einen polynomiell zeitbeschrankten deterministischen Algorithmus A, der L, erkennt; seine
Zeitkomplexitét sei das Polynom p, :

Mit Hilfe von A, und A, l&3 sich durch Hintereinanderschaltung beider Algorithmen ein

polynomiell zeitbeschrankter deterministischer Algorithmus A, konstruieren, der L, er-
kennt:
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ja,
f(01 L,

xS f(x)1 S, »ja, xI L
yOA, A,
X=n » nein, xi L
nein,
fT L,
Al

Erkennung von L, mit Zeit-
aufwand der Gréf3enordnung
Ofp; (n) +p,(p; (). dh
polynomiellem Zeitaufwand

Ein x,1 S, kann dazu dienen, fiir mehrere (many) x1 S, die Frage, xI L, ?* zu entscheiden
(namlich fur ale digienigen x1 S}, fir die f(x): X, gilt). Allerdings darf man fur jede Ein-
gabe f(x) den Algorithmus A, nur einmal (one) verwenden, namlich bei der Entscheidung
von f(x).

Gilt fir ein Problem P ; zur Entscheidung der Menge L, | S, und firr ein Problem P zur
Entscheidung der Menge L, | S, die Relation L, £° Lp, , SO heil’ das Problem P auf das

Problem P, polynomiell (many-one) reduzierbar, geschrieben P £7 P .

Beispid:

{01} -Lineare Programmierung:

Instanz: I.A’B’ 2]

Al Z™ ist eine ganzzahlige Matrix mit m Zeilen und n Spaten, bT Z™, 7 it
ein Vektor von n Variablen, die die Werte 0 oder 1 annehmen kdnnen.

Losung: Entscheidung ,ja“, falls gilt:
Es gibt eine Zuweisung der Werte O oder 1 an die Variablen in Z, so dal3 das li-
neare Ungleichungssystem Axz £/3 b erfillt ist. Die Bezeichnung £/3 steht
hier fir entweder £ oder 3 in einer Ungleichung.
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Esgilt CSAT £° {01}-Lineare Programmierung.

Einige leicht nachzuweisende Eigenschaften der polynomiellen many-one-Reduzierbarkeit
fal’t der nachste Satz zusammen.

Satz 5.4-1:
Esseien LI S, L1 S, L,I S, und L,i S, Sprachen iiber endlichen Alphabeten.
Dann gilt:
1. LE£"L,dh. dieRelation £ ist reflexiv.
2. AusL £ L,und L, £] L, folgt L, £° L, d.h. dieRelation £ ist transitiv.
3. Gilt LL£?L,und L,T P,dannist L T P.
4. Gilt L £°L, und L,T NP, dannist L,T NP.

Eine der zentralen Definitionen in der Angewandten Komplexitétstheorie ist die NP-Vollstan-
digkeit:

Ein Entscheidungsproblem P, zur Entscheidung (Akzeptanz, Erkennung) der Menge
Lo, I Sp, heilt NP-vollstandig, wenn gilt:

LPOT NP, und fir jedes Probleme P zur Entscheidung (Akzeptanz, Erkennung) der Menge
L, I S, mit L, T NP gilt L, £] L, .

Mit obiger Definition der Reduzierbarkeit zwischen Problemen kann man auch sagen:

Das Entscheidungsproblem P , ist NP-vollstandig, wenn P, in NP liegt und fir jedes Ent-
scheidungsprobleme P in NP die Relation P £7 P, gilt.

Das erste Beispiel eines NP-vollsténdigen Problems wurde 1971 von Stephen Cook gefunden.
Esailt:

Satz 5.4-2:
Das Erfullbarkeitsproblem fir Boolesche Ausdriicke in allgemeiner Form (SAT) ist NP-
vollstandig.
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Beweis;

Da es sich bel dieser Aussage um den zentralen Satz der angewandten Komplexitétstheorie
handelt, soll die Beweisidee skizziert werden:

1. Diezu SAT gehorige Spracheist Leat = {F | F ist ein erflllbarer Boolescher Ausdruck }.
Bezeichnet S, die Menge {F | F ist ein Boolescher Ausdruck}, dann ist

Lear | Spooe - IN Kapitel 5.3 wird gezeigt, da’ SAT in NP liegt.

2. FirjedesProblem P mitder Menge L, | S, in NP ist die Relation L, £° Lg,; zu zei-

gen. Die einzige Eigenschaft, die bezliglich L, in einem Beweis genutzt werden kann, ist
die Tatsache, da3 eseine 1-NDTM TM _ gibt, die bel Eingabe eines Wortes xI S, ent-
scheidet, ob x1 L, gilt oder nicht. Diese Entscheidung wird in p,_ Qx|) vielen Schritten
getroffen, wobei p, ein Polynom mit p,_(n)3 nist. Ist xI L, , dann stoppt TM L, Im
akzeptierenden Zustand Q.. ISt x| L,, dann stoppt TM_ in enem Zustand
0% Gaeer- TM_ besticht debei héchstens die Zellen mit den Nummern - p_ (), ..., 0,
1, ..., p__(X)+1; hierbei wird das Nichtstandardmodell einer nichtdeterministischen Tu-
ringmaschine genommen (vgl. Kapitel 5.3).
Zum Nachweisvon L, £° L, ist eine Funktion f,:S, ® S, anzugeben, die die
Eigenschaft , x1 L, U f, (x)ist erfullbar besitzt (. (x) ist ein Boolescher Ausdruck);
aulerdem muR f, (x) in p,_ () vielen Schritten deterministisch berechenbar (konstru-
ierbar) sein mit einem Polynom p, . Im folgenden wird beschrieben, wie f(x) aus x
erzeugt werden kann. Der Boolesche Ausdruck f,, (x) beschreibt im wesentlichen, wie
eine Berechnung von TM _ bel Eingabe von x1 S, ablauft.

Die Zustandsmenge von TM, ssi Q ={qy, ..., q,}, das Arbeitsalphabet von TM, sei

S, ={a,,....a }. Auf dem Eingabeband stehe das Wort x1 S, x=x,...x, mit x1 S,
fari=1, ..., n. Eswird eine Reithe Boolescher Variablen erzeugt, deren Interpretation fol-
gender Tabelle zu entnehmen ist:
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Variable Indizes Interpretation
2, t=0,.., p,(n) 2ust,, = TRUE genau dann, wenn sich TM_ im
ql Q Schritt t im Zustand q befindet
Anzahl an Variablen zust,,: (k+1)4p_ (n)+1)
pos,,; t=0,.., p, (n) pos; =TRUE genau dann, wenn sich der
i=-p_(n), .. p_(n)+1 |Schreib/Lesekopf von TM im Schritt t tber der
Zelle mit Nummer i befindet
Anzahl an Variablen pos; : 2><(pr (n)+1f
band,;, [t=0, .., p,(n) band,;, =TRUE genau dann, wenn sich im
i=-p_(n), .., p_(n)+1, |Schritt tin der Zelle mit Nummer i das Zeichen a
al s, befindet
Anzahl an Varizblen band,, ,: 2(1+1)(p, (n)+1)

Der zu konstruierende Boolesche Ausdruck f, (x) besteht aus mehreren Teilen und ent-

halt insbesondere mehrmals eine Teilformeln G, die genau dann den Wahrheitswert TRUE
erhdlt, wenn genau eine der in G vorkommenden Variablen den Wahrheitswert TRUE
tragt. Sind vy, ..., y,, diein G vorkommenden Variablen, so lautet G:

G=G(y1,---,ym)=§{yi gUaébl U 2y, Uy, )2

j=1li=j+1 a
a8 00 B (v U )0
- gﬂ Y, Bugég U (ay, Uay, )E

Die zweite Zeile zeigt, daR G =G(y,, ..., y,,) in konjunktiver Normalform formulierbar

ist, ohne die Anzahl an Literalen zu &ndern, und m? viele Literale enthélt.

In f,(x) kommen mehrere Teilformeln, die gemald G aufgebaut sind, mit unterschied-
lichen Variablen aus obiger Tabelle vor.

f, (x) hat die Bauart f,(x)=RUAUU, UU, UE. Die Teilformel R beschreibt Rand-
bedingungen, A Anfangsbedingungen, U, und U, beschreiben Ubergangsbedingungen,
und E beschreibt Endebedingungen.

In Rwird ausgedrtickt, dals TM_ zu jedem Zeitpunkt t in genau einem Zustand q ist, daf3

der Schreib/Lesekopf Uber genau einer Zelle mit einer Nummer i aus dem Intervall von
- p., (n) bis p_ (n)+1 steht, und da jede Zelle genau ein Zeichen al S, enthélt:
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P (M@ < -
R= tl:-g) g;(ZUQt,qO . Zl.lﬂt,C|k ) UG(pOSt PLp (N) 77 post,pLP (n)+1)U

Die Anzahl an Literalen in R betragt

(., (0)+ 24k +1 + lp. () +2f +2(p, (n) +2)i +17 ) O([p, (n)}).

e

(‘ A
U )G(bandt,i,ao,...,bandt,i@ )%

A beschreibt die Situation zum Zeitpunkt t = O (hierbei ist bl S, das Blankzeichen):

(n)+1

A=zt Upo%lugeﬁbandm ug U bends, 00"y band,, , 2.
(%]

=- pp (N) i=n+1

A enthdlt 2(p__ (n)+2)i O(p, (n)) viele Literale.

U, beschreibt den Ubergang von der zum Zeitpunkt t bestehenden Konfiguration zur
Konfiguration zum Zeitpunkt t + 1fir t =0, ..., p,_ (n). Anstelle der Kopfbewegung L, S
bzw. Rwerden hier dieWerte y=-1, y=0 bzw. y=1 verwendet:

U, = t,(},‘iJ,alZ”Stt,q Upos,, Uband,, , P U{zust,,, .U pos,, ., Uband,,,, ..|(acas y)T d(q.a) }}
Die Indizes nehmen die Werte t =0, ..., p_(n), af Q,i= - p_(n), ..., p. (n)+1 und
al S, an.

Die geschweifte Klammer in U, enthdlt fir feste Werte t, g, a und i hochstens
3k +1)( +1) viele Literale, in der eckigen Klammer sind es daher hochstens
3(k +1)(1 +1)+ 3. Insgesamt enthalt U, héchstens

2(pr (n)+ 1] {k+2)1 +2)(3(k +1)(1 +1)+3)i O((pLP (n))z) viele Literale.

Um zu zeigen, wie sich auch U, in eine &quivalente Formel in konjunktiver Normalform

umformen &M%, soll exemplarisch ein Ausdruck

2ust, , Upos;; Uband,; , P U zust,,; 46U pos;,y;,, Uband,.,, ¢l (acas y)i d(q.a)f inner-

halb der eckigen Klammer, der im rechten Teil zwei Alternativen

2USt,,; oo U POS,,y . Uband,., ; o UNd ZUst,.,; ,¢ U POS,,, ;. e Uband,.,; . enthalt, umgeformt

werden. Um den Vorgang tbersichtlich zu halten, wird dieser Ausdruck in der Form

X, UX, UX,b (Y, UY,UY,)U(z, Uz, UZ,) geschrieben. Hier stehen X,, Y, und Z,

fur jewells drei Variablen. Es gilt

X, UX, UX, b (Y,UY,UY,)0(z,0z,0Z,)

(@x, U@, U@X,)U(Y, UY, UY,)U(z, Uz, UZ,)

(@x, U@X, UX, UY,)U(2X, UBX, USX, UY,)U(aX, UaX, UaX, UY,)
U(@X, UaX, U@X, Uz,) U(@X, UaX, UaX, UZ,)U(@X, UaX, UaX, UZ,).

Wie man sieht, werden fur jedes Y, und Z, vier Literale notiert, so daf3 sich fir die An-

zahl der Literde in der aquivalenten Formel innerhalb eines Ausdrucks in der eckigen
Klammer im allgemeinen Fall eine Obergrenze von 12(k +1)(I +1) angeben 4Rt Daher
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bleibt die Anzahl der Literale in U,, selbst in der konjunktiven Normalform, von der
ordnung O(p,. (n))?).

U, besagt, daR sich der Inhalt von Zellen, Uber denen der Schreib/Lesekopf nicht steht,
nicht andert:

U, :tPal(gPOSt,i Uband,, )P band,,,; .].

ti,a
Hierbei nehmen die Indizes die Werte t =0, ..., p,_(n), i =- p_(n), ... p. (n)+1 und
al S, an.

Die Anzahl an Literalenin U, betragt 6(pr (n)+ 1 {1 +2)1 O((pLP (n))z)

U, 1%t sich in eine aquivalente Formel in konfunktiver Normalform umformen, ohne die
Anzahl an Literalen zu andern:
U 2= t'U l(gpostl L‘Jba'ndt,i ,a) P ba'ndt+1,i ,aJ

:tanl(pOS"i U@band,, , Uband,,,, . )|.

ti,a

E priift nach, ob der Endzustand g, zum Zeitpunktt= p,_(n) erreicht ist:
E=zust

P (N)0; ~

Insgesamt enthalt f, (x) eine Anzahl von Literalen der Ordnung O((pLP (n))3) d.h. einer
in der Lange des Eingabewortes polynomiellen Ordnung. Werden diese Literale durch-
numeriert, so dad man O((pLP (n))3) viele Literalpositionen bekommt, und dann binar ko-

diert (jede Zahl hat dann eine Lange der Ordnung O(Iog((pLP (n))3)): O(Iog(pLP (n)))) S0
hat f,(x) eine Lange der Ordnung O((pLP (n))“) Daher ist f,(x) bei Vorgabe von

x1 S, (fir festes P ) deterministisch in polynomieller Zeit berechenbar.

Es &Rt sich leicht nachweisen, daR die Eigenschaft , xT L, U f, (x)ist erfillbar gilt. ///

Die Beweisskizze zeigt sogar:

Satz 5.4-3:
Das Erfullbarkeitsproblem fur Boolesche Ausdriicke in konjunktiver Normalform
(CSAT) ist NP-vollstéandig.

NP-vollstandige Probleme kann man innerhalb der Klasse NP as die am schwersten zu 16-
senden Probleme betrachten, denn sie entscheiden die P-NP-Frage:
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Satz 5.4-4:
Gibt es mindestens ein NP-vollstdndiges Problem, dasin P liegt , soist P = NP.

Beweis;

Wegen PI NP ist die umgekehrte Inkluson NPI P zu zeigen. Es sei L, ein NP-
vollstandiges Problem, das in P liegt. Es sei LT NP. Zu zeigen ist L1 P. Da L, NP-
vollstandig ist, gilt L £° L. Mit Satz 5.4-1 folgt (wegen der Annahme L,T P) LT P.///

Aus NP-vollstdndigen Problemen lassen sich aufgrund der Transitivitét der £ -Relation
(Satz 5.4-1) weitere NP-vollsténdige Probleme ableiten:

Satz 5.4-5:
Ist das Problem zur Entscheidung einer Menge L,I S, NP-vollsténdig und ist

L, £2 L, fureineMenge L, I S, so gilt:
Ist L, in NP, soist L, ebenfalls NP-vollstandig.

Satz 5.4-6:
Be P! NP gilt:

st ein Entscheidungsproblem P zur Entscheidung der Menge L, | S, NP-vollstandig,
so ist das Problem P schwer [6sbar (intractable), d.h. es gibt keinen polynomiell zeitbe-
schrénkten deterministischen Lsungsal gorithmus zur Entscheidung von L, . Insbeson-

dere ist das zugehorige Optimierungsproblem, falls es ein solches gibt, erst recht schwer
(d.h. nur mit mindestens exponentiellem Aufwand) |6sbar.

NP-vollstdndige Probleme mit praktischer Relevanz sind heute aus vielen Gebieten bekannt,
z.B. aus der Graphentheorie, dem Netzwerk-Design, der Theorie von Mengen und Partitionen,
der Datenspeicherung, dem Scheduling, der Maschinenbelegung, der Personal einsatzplanung,
der mathematischen Programmierung und Optimierung, der Analysis und Zahlentheorie, der
Kryptologie, der Logik, der Automatentheorie und der Theorie Formaler Sprachen, der Pro-
gramm- und Codeoptimierung usw. (siehe Literatur). Die folgende Zusammenstellung listet
einige wenige Beispiele auf, die z.T. bereits behandelt wurden.
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Beispiele fir NP-vollstandige Entscheidungsprobleme

Erfullbarkeitsproblem der Aussagenlogik (SAT):

Instanz:

L 6sung:

F,
F ist ein Boolescher Ausdruck (Formel der Aussagenlogik)

Entscheidung ,.ja", fals gilt:

F ist erfullbar, d.h. es gibt eine Belegung der Variablen in F mit Werten TRUE
bzw. FALSE, wobei gleiche Variablen mit gleichen Werten belegt werden, so
dal3 sich bei Auswertung der Formel F der Wert TRUE ergibt.

Kodiert man Formeln der Aussagenlogik tiber dem Alphabet A={U, U, @, (,),x,0,1}, so
ist eine Formel der Aussagenlogik ein Wort tber dem Alphabet A. Nicht jedes Wort tber
dem Alphabet A ist eine Formel der Aussagenlogik (weil es eventuell syntaktisch nicht
korrekt ist) und nicht jede Formel der Aussagenlogik als Wort Uber dem Alphabet A ist

erfullbar.

Le.; ={F |F ist eineerfiillbare Formel der Aussagenlogik}.

Erflllbarkeitsproblem der Aussagenlogik mit Formeln in konjunktiver Normalform
mit héchstens 3 Literalen pro Klausel (3-CSAT):

Instanz:

L 6sung:

F,
F ist eine Formel der Aussagenlogik in konjunktiver Normalform mit héch-
stens 3 Literalen pro Klausel, d.h. sind x,,..., X, die verschiedenen in F vor-

kommenden Booleschen Variablen, so hat F die Form

F=F,UF,U..F

Hierbei hat jedes F, die Form F, = (yil Uy, ins) oder F = (yil inz) oder
F =(y,), und y, stent fir eine Boolesche Variable (d.h. y, =) oder fur
eine negierte Boolesche Variable (d.h. yi, = @x, ) oder fur eine Konstante O

(dh. y, =0)bzw.1(dh. y, =1).

Entscheidung ,.ja", fals gilt:
Fist erflillbar.

Kodiert man die Formeln wie bei SAT, s0 gilt Ly g | Lear -
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Kliquenproblem (KLIQUE):

Instanz:  [G, k],
G =(V,E) ist ein ungerichteter Graph und k eine natiirliche Zahl.

Losung: Entscheidung ,ja“, fals gilt:
G besitzt eine ,Klique* der GroRe k. Dieses ist eine Teilmenge V(i V der

Knotenmenge mit |V ¢=k, und fir alle ul VCund dle vi V(mit ut v gilt

(uv)T E.

0/1-Rucksack-Entscheidungsproblem (RUCK SACK):

Instanz:  [a,,...,a,,b],
a,,...,a, und b sind naturliche Zahlen.

Losung: Entscheidung ,ja*, falls gilt:
Esgibteine Teilmenge | 1 {1,...,n} mit § a =b.

Partitionenproblem (PARTITION):

| nstanz: [al,...,an],
a,,...,a, sind nattrliche Zahlen.

Losung: Entscheidung ,ja*, falls gilt:
Esgibt eine Teilmenge |1 {1,..,n} mit 3a =3 a .

Packungsproblem (BINPACKING):

Instanz:  [a,,...,a,,b,K],
a,,...,a (,Objekte") sind nattirliche Zahlen mit &, £b furi=1,..,n, bl N
(,BehaltergrolRe*), kT N.

Losung: Entscheidung ,ja*, fals gilt:
Die Objekte kdnnen so auf k Behdter der Fullhohe b vertellt werden, so dal3

kein Behalter Uberlauft, d.h. es gibt eine Abbildung f:{1,...n}® {1,...k},
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sodaifirale ji{1..k}gilt da£b

f()=]

Problem des Hamiltonschen Kreisesin einem gerichteten (bzw. ungerichteten) Gra-
phen (GERICHTETER bzw. UNGERICHTETER HAMILTONKREIS):

Instanz: G,
G =(V,E) ist ein gerichteter bzw. ungerichteter Graph mit V ={v,,...,v, }.

Losung: Entscheidung ,ja*, falls gilt:
G besitzt enen Hamiltonschen Kreis. Dieses ist eine Anordnung
(Vo Vi g2y s Vo ) dlEr Knoten mittels einer Permutation p der Knotenindi-

zes, so dalR fur i =1,...,n- 1 gilt: (vp(i),vp(i+1))T E und (vp(n),vp(l))T E.

Problem des Handlungsreisenden (HANDLUNGSREISENDER):

Instanz:  [M, k],
M =(M, ) ist éine (n" n)-Matrix von , Entfernungen zwischen n , Stadten
und eine Zahl k.

Losung: Entscheidung ,ja*, falls gilt:

Es gibt ene Permutation p (eine Tour, ,Rundreise”), so dal3
n-1

o] .
A Myipin tMpmp £k gilt?

i=1

Zum Nachweis der NP-Vollstandigkeit fir eines dieser Probleme P ist neben der Zugehérig-
keit von P zu NP jeweils die Relation P, £" P zu zeigen, wobei hier P, ein Problem ist,

fir das bereits bekannt ist, dal3 es NP-vollstandig ist, und das eine ,dhnliche” Struktur auf-
weist. Haufig beweist man

SAT £° 3-CSAT £7 RUCKSACK £” PARTITION £ BINPACKING,
3-CSAT £° KLIQUE und
3-CSAT £° GERICHTETER HAMILTONKREIS

£" UNGERICHTETER HAMILTONKREIS £° HANDUNGSREISENDER.
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5.5 Bemerkungen zur Struktur von NP

Es s NPC die Menge der NP-vollstandigen Sprachen Uber einem endlichen Alphabet S.
NPC i NP. Unter der Voraussetzung P NP gilt NPCC P = £.

Es gilt folgender Satz:

Satz 5.5-1:
Esseai B eine entscheidbare Menge mit Bi P. Dann gibt es eine Sprache D1 P, so dal3

A=DC B nicht zu P gehort, AE_ B, aber nicht BE" A gelten.

Satz 5.5-1 1803 sich folgendermal3en anwenden:

Es sei B eine NP-vollstéandige Sprache. Unter der Voraussetzung Pt NP gilt Bl P. Die
Sprache A=DC B gehort zu NP, da DI P und B NP sind. Nach dem obigen Satz gilt

nicht BE" A, asoist A nicht NP-vollsténdig. Folglich gilt:

Satz 5.5-2
Unter der Voraussetzung P NP ist NP\ (PE NPC)* /.

Bezeichnet man NP\ (PE NPC) als die Menge NPI der NP-unvollsténdigen Sprachen, so
zeigt NP folgende Struktur:

NP

NP1

Die Sprachen in NPI liegen bezlglich ihrer Komplexitét also zwischen den , leichten Spra-
chen in P und den , schweren* Sprachen in NPC. Obwohl es (bei P* NP) unendlich viele
Sprachen in NPI geben muf3, ist die Angabe konkreter Beispiele schwierig. Bisher kennt man
kein Problem aus NPI. Von dem folgenden Graphenisomorphieproblem 1SO wird vermutet,
dal’3 es in NPI liegt, da bisher (trotz groRer Anstrengung) weder der Nachweis fiir 1SOT P
noch der Nachweis 1SOl NPC gelungen ist.
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Graphenisomor phieproblem (1 SO):
Instanz: Graphen Gl = (\/1’ El) und Gz = (Vz’ Ez)
Losung:  Entscheidung ,ja‘, fals gilt:
G, und G, sind isomorph, d.h. es gibt eine Abbildung f :V, ® V, mit der Ei-

genschaft (v,w)i E, U (f(v), f(w))i E,.

Beispielsweise sind die folgenden beiden Graphen isomorph:

~

Die folgende Sprachklasse besteht aus Sprachen, deren Komplemente in NP liegen:
co- NP:{S* \L|L ist éine Sprache tiber Sund LT NP}.

Fur das Primzahlproblem PRIMES kann man zeigen, dal3 esin NP und in co- NP liegt (es
wird vermutet, dal3 PRIMES in P liegt):

Primzahlproblem (PRIMEYS):
Instanz:  ni N inbindrer Darstellung, size(n) =log(n) .
Losung:  Entscheidung ,ja‘, falls n eine Primzahl ist.

Losung:  Entscheidung ,ja‘, falls n eine Primzahl ist.

Hierzu wird ein zahlentheoretischer Satz benétigt, der an dieser Stelle angefuihrt wird und
dessen Bewels in der angegebenen Literatur nachgelesen werden kann:
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Satz 5.5-3:

Die Zahl nT N mit n>2 ist genau dann eine Primzahl, wenn es eine Zahl al N mit
1<a£ n- 1 gibt, die folgende Eigenschaften besitzt:

(i) a"°1(modn)
(i) a™Y?1 1(modn) fur jeden Primteiler pvon n- 1.
Satz 5.5-4:

PRIMESI NPC co-NP.

Beweis;

Zu zeigen

ist, dal3 es sowohl fur L1={n|nT NundnisteinePrimzahI} as auch fir

L, ={n|n1 Nundnist keine Primzahl} jeweils einen polynomiell zeitbeschrankten Verifi-

zierer gibt. Der Entwurf des Verifizierersfur L, basiert auf Satz 5.5-3, ein Verifizierer fur L,

ergibt sich direkt aus den Eigenschaften von zusammengesetzten Zahlen. Beide Verifizierer
werden hier in Form von Pseudocode beschrieben.

Ein Verifizierer V_ fur L, ={ n| ni Nundnist keine Primzahl} erhélt als Eingabeinstanz a-

ne Zahl ni

N (in Binarkodierung) und einen Beweis B, der in diesem Fall ebenfalls eine Zahl

BI N (in Bindrkodierung) mit size(B) £ size(n) bzw. 1<B£n- 1 ist. Die Arbeitsweise von

Vv, lautet:

FUNCTI ON V(N : | NTEGER,

B : | NTEGER)

BEGN{ V_ }
IF 1<B£n-1 { Zeile 1}
THEN I F (n mod B)=0 { Zeile 2}
THEN V_ :=ja

ELSE V. := nein

ELSE VL2 .= nein;

END  { V, };

Die Eingabe n fir V,_ belegt k Bits mit kT O(log(n)), k =size(n). Die Uberpriifung in Zeile

1 benotigt O((log(n))) =0(k) Operationen. Die Uberpriifung in Zeile 2 (die Berechnung des
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Wertes (n mod B)) kann mit O((Iog(n))z):o(kz) vielen Bitoperationen durchgefiihrt wer-
den; denn (n mod B)=n- (nDIV B)>B, und alle arithmetische Operationen bendtigen nach
Satz 2.1-3 hdchstens quadratisch viele Bitoperationen. Daher arbeitet V, in polynomieller

Zeit, gemessen in der Grole der Eingabe n.

Ist n keine Primzahl, dann besitzt n einen Teiler al N mit 1<a£n- 1. Gibt man diesen
Wert (Beweis) in V,_ fiir den Parameter B ein, so antwortet V,_ mit V,_(n,a)=j a.

Ist n eine Primzahl, dann teilt kein al N mit 1<a£n- 1 dieZahl n, d.h. fir alle al N mit
1<af£n-1ist (n mod a)t 0. Daher wird V, bei Eingabe von n und eines beliebigen Be-

weises B immer die Antwort V,_(n,B)=nei n geben.
Insgesamt ist damit L,1 NP gezeigt, also PRIMESI co- NP.

Ein Verifizierer V_ fur L, ={ n| nl Nundnisteine Primzahl} ist komplizierter zu konstruie-
ren und setzt die in Satz 5.5-3 beschriebene Charakterisierung von Primzahlen um.

FUNCTI ON V(N : | NTEGER,
B : | NTEGER)

BEGN{ V. }
IF n=2
THEN V_ :=ja
ELSE I F (NOT (1<B£n-1)) OR (B™ 11 (modn)) { Zeile 1}
THEN V_ := nein
ELSE BEG N
erzeuge k £1log(n- 1) Zahlen p, ..., p, mit 3£ p, £(n- 1)/2
undk Zahlen B, ..., B, mit 1<B £p, -1

fur 1=1,...,k; { Zeile 2}
| F NOT( (n-1mod p,)t O fir i=1,...,k) { Zeile 3}
THEN V_ := nein
ELSE BEG N

IF ((V,(p,B)=ja) fur i=1..k) { Zeile 4}
THEN | F ( B™YP 1 1(modn)) fir i=1..,k){ Zeile 5}
THEN V_ :=ja
ELSE V. := nein
ELSE V_ := nein;
END; 1
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END:
END  { V. };

Fur die Korrektkeit ist zu beachten, dal3 in Zeile 2 auf nichtdeterministische Weise die Menge
der Primfaktoren von n- 1 erzeugt wird. Die Werte B. sind die zugehdrigen Beweise. Die
Anzahl der Primfaktoren von n- 1 ist durch log(n- 1) beschrankt. Auferdem gilt in Zeile 2
wegen n3 3, daB jeder Primfaktor von n- 1 die Abschdtzung 3£ p, £ (n- 2)/2 erfiillt. In
Zeile4 wird also V, mit kleineren Werten rekursiv aufgerufen, deren Stellenzahl echt kleiner
as die Stellenzahl von n ist. In Zeile 3 wird gepriift, ob die erzeugten Zahlen p. Teiler von
n- 1 sind, und in Zeile 4 wird geprift, ob die Zahlen p, Primzahlen sind. Zeile 5 priift Be-
dingung (ii) aus Satz 5.5-3. Es |&ld sich zeigen (siehe angegebene Literatur), dal die Berech-
nung in den Zeilen 1 und 5 durch ein Laufzeitverhalten der Ordnung O((I og(n))s) abgeschatzt
werden kann. Insgesamt |&3 sich damit zeigen, dal3 die Laufzeit von V,_ polynomiell in

size(n) ist. /l/

Man hat fur viele Probleme in co- NP jedoch nicht nachweisen kdnnen, dal siein NP liegen
(PRIMES gehoért nicht dazu). Daher wird angenommen (obwohl es noch keinen Beweis dafir
gibt), dal3 NP ! co-NP gilt. Aus der Glltigkeit von NP* co- NP wiurde Ubrigens folgen,
da? P! NP ist, da wegen der Abgeschlossenheit der Klasse P gegentiber Komplementbil-
dung P=co-P qgilt.

Satz 5.5-5:
Gibt eseine Sprache LT NPC mit S'\LT NP, dannist NP =co- NP.

Unter den Annahmen P1 NP und NP co-NP ergibt sich folgendes Gesamtbild der be-
schriebenen Klassen:

NP
co-NP
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6 Approximation von Optimierungsaufgaben

Gegeben sai das Optimierungsproblem P :

Instanz: 1. x1 S*P

2. Spezifikation einer Funktion SOL, , die jedem x1 S, eine Menge zulassiger
L dsungen zuordnet

3. Spezifikation einer Zielfunktion m, , die jedem xi S, und yi SOL,(x) den
Wert m, (x,y) einer zulassigen Lésung zuordnet

4. goal, 1 {min,max}, je nachdem, ob es sich um ein Minimierungs- oder ein
M aximierungsproblem handelt.

Losung: y'1 SOL, (x) mit m,(x y")=min{m, (xy)|yl SOL,(x)} bei einem Minimie
rungsproblem (d.h. goal, =min) bzw. m, (x,y")=max{m, (xy)|yl SOL, (x)}
bel einem Maximierungsproblem (d.h. goal, = max) .
Der Wert m, (x,y") einer optimalen Lésung wird auch mit mj, (x) bezeichnet.

Im folgenden (und in den vorhergehenden Beispielen) werden Optimierungsproblemen unter-
sucht, die auf der Grenze zwischen praktischer Losbarkeit (tractability) und praktischer Un-
|6sbarkeit (intractability) stehen. In Analogie zu Entscheidungsproblemen in NP bilden diese
die Klasse NPO:

Das Optimierungsproblem P gehdrt zur Klasse NPO, wenn gilt:

1. DieMengeder Instanzen x1 S, ist in polynomieller Zeit entscheidbar

2. Esgibt ein Polynom g mit der Eigenschaft: firr jedes xI S, und jede zul&ssige Losung
yl SOL, (x) gilt |y|£q(x), und fir jedes y mit |y| £ g(x) ist in polynomieller Zeit ent-
scheidbar, ob yi SOL, (x) ist

3. DieZielfunktion m, istin polynomieller Zeit berechenbar.

Alle bisher behandelten Beispiele fur Optimierungsprobleme liegen in der Klasse NPO. Dazu
gehoren insbesondere auch solche, deren zugehdriges Entscheidungsproblem NP-vollstandig
ist.
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Den Zusammenhang zwischen den Klassen NPO und NP beschreibt der Satz

Satz 6-1:
Fur jedes Optimierungsproblem in NPO ist das zugehérige Entscheidungsproblem in
NP.

Beweis;

Der Beweis wird hier nur fir ein Maximierungsproblem erbracht, fir ein Minimierungspro-
blem kann man in &hnlicher Weise argumentieren.

Essa P ein Maximierungsproblem in NPO (die im Beweis verwendeten Funktionen werden
in den obigen Definitionen benannt). Das zugehdrige Entscheidungsproblem sei P, . Hier-

bei soll bei Vorlage einer Instanz [x,K] mit xI S, und KT N genau dann die Entscheidung
xI L,_ getroffen werden, wenn m; (x)3 K ist. Um zu zeigen, daR P _, in NP liegt, ist €in
Verifizierer V fiir P, anzugeben, der bei Eingabe einer Instanz [x,K] und eines Beweises B

diesen in polynomieller Zeit verifiziert. Ein Bewels ist hier eine Zeichenkette, die tber dem
Alphabet S, gebildet wird, mit dem man auch die zul&ssigen Lésungen von x formuliert.

Der Verifizierer V fur P ., wird durch den folgenden Pseudocode gegeben:
FUNCTION V ([xK] : ...;

B o)
{ xI S,, KIN, Bl S;}

BEGN{ V }
IF (|B£d(x)) AND ( BT SOL, (x)) { Zeile 1}
THEN I F m,(x,B)3 K THEN V : = ja" { Zeile 2}
ELSE V := ,nen‘
ELSE V : = ,nen;
END { V };
Zu zeigen ist

1. V arbeitet in polynomieller Zeit, gemessen in ||

2. [xK]l L,_ U esgibtB,1 S, mitV(x,B,)=ja.
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Zul.: Da P in NPO ist, lassen sich die Berechnungen in den Zeilen 1 und 2 in polynomiel-
ler Zeit ausfuhren; dieses wird durch die Punkte 2. und 3. in der Definition der Klasse
NPO gesichert.

Zu2: Es sd [x K]l L,_ . Dann gibt es eine optimae Losung y' T SOL,(x) mit
m, (X) =m, (x, y*)3 K. Da P in NPO ig, gilt ‘y*‘£q0x|). Bei Eingabe von [x,K]
und y* inV ergibt sich V([X,K],y*):j a.
Es gelte [x,K]i L,_ . Dann gilt firr jedes yT SOL, (x): m, (x y)£m, (x) <K . Es
sséi BT S, mit [B£q(x). Ist BT SOL, (x), dann antwortet VV wegen m, (x,B)<K in
Zeile 2 mit V([x,K],B)=nei n. st B SOL, (x), dann antwortet \V wegen Zeile 1 mit
V([x,K],B)=nei n. /il

Analog zur Definition der Klasse P innerhalb NP &3 sich innerhalb NPO eine Klasse PO de-
finieren:

Ein Optimierungsproblem P aus NPO gehort zur Klasse PO, wenn es einen polynomiell
zeitbeschrankten Algorithmus gibt, der fir jede Instanz x1 S, eine optimale Losung

y' 1 SOL, (x) zusammen mit dem optimalen Wert my, (x) der Zielfunktion ermittelt.
Offensichtlichist PO NPO.

Esailt:

Satz 6-2:
Ist PY NP, dannist PO! NPO.

Im Laufe dieses Kapitels wird die Struktur der Klasse NPO genauer untersucht. Im folgenden
liegen daher alle behandelten Optimierungsprobleme in NPO.

Bel Optimierungsaufgaben gibt man sich haufig mit Néherungen an die optimale Lésung zu-
frieden, insbesondere dann, wenn diese , leicht* zu berechnen sind und vom Wert der opti-
malen Losung nicht zu sehr abweichen. Unter der Voraussetzung Pt NP gibt es fir ein Op-
timierungsproblem, dessen zugehoriges Entscheidungsproblem NP-vollstandig ist, kein Ver-
fahren, das eine optimale Ldsung in polynomieller Laufzeit ermittelt. Gerade diese Probleme
sind in der Praxis jedoch haufig von grof3em Interesse.
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Fir eine Instanz xi S;, und firr eine zulassige Lésung y1 SOL , (x) bezeichnet

D(x,y) =|m () - M, (x,Y)
den absoluten Fehler von y beztiglich x.

Ein Algorithmus A ist ein Approximationsalgorithmus (Naherungsalgorithmus) fur P,
wenn er bel Eingabe von x1 S, eine zuldssige Losung liefert, d.h. wenn A(x)T SOL, (x)
gilt. A heif%t absoluter Approximationsalgorithmus (absoluter N&herungsalgorithmus),
wenn es eine Konstante k gibt mit D(x,A(x)) =[m; (x) - m, (X, A(X))| £k. Das Optimie-
rungsproblem P heil3t in diesem Fall absolut approximierbar.

Ist P ein Optimierungsproblem, dessen zugehdriges Entschelidungsproblem NP-vollsténdig
ist, so sucht man nattrrlich nach absoluten Approximationsalgorithmen fur P, die polyno-
mielle Laufzeit aufweisen und fir die der Wert D(x,A(X)) moglichst klein ist. Das folgende

Beispiel zeigt jedoch, dal? unter der Voraussetzung P 1 NP nicht jedes derartige Problem ab-
solut approximierbar ist. Dazu werde der folgende Spezialfall des 0/1-Rucksack-
M aximierungsproblems betrachtet:

Das ganzzahlige 0/1-Rucksack-M aximier ungspr oblem

Instanz: 1. | =(AM)
A={a,..,a,} ist eéine Menge von n Objekten und M T N die , Rucksackkapa-
zitat" . Jedes Objekt a,, i =1,...,n, hat die Form a, =(w, p,); hierbei bezeich-
net w1 N dasGewichtund p, T N den Wert (Profit) des Objekts a. .
sze(l)=n
2. SOL(1) = (X, x,)| % =0oder x, =1fir i =L...,nundén_ X, W, £ ME

—_——

'l

3. m(l ,(xl,...,xn)):én_ x, xp, fur (x,,...,x, )1 SOL(l)

i=1
4. goal = max

LOsung: Eine Folge X;,..., X, von Zahlen mit
(1) x =0oder x =1furi=1,...,n

(2 & X w £M
i=1

@ ml,(x,...x))=4 x xp, ist maximal unter alen moglichen Auswahlen
i=1

Xy X, die (1) und (2) erfllen.



202 6 Approximation von Optimierungsaufgaben

Das zugehorige Entscheidungsproblem ist NP-vollstéandig, so dal3 dieses Optimierungspro-
blem unter der Voraussetzung P* NP keinen polynomiell zeitbeschrénkten LoAsungsalgo-
rithmus (der eine optimale L 6sung ermittelt) besitzt. Es gilt sogar:

Satz 6-3:
Es sai k eine vorgegebene Konstante. Unter der Voraussetzung Pt NP gibt es keinen
polynomiell zeitbeschrénkten Approximationsalgorithmus A fir das ganzzahlige 0/1-
Rucksack-Maximierungsproblem, der bei Eingabe einer Instanz | = (A, M) ene zulds

sigeLésung A(1)T SOL(1) berechnet, fiir deren absoluter Fehler
D(I,A(D) =|m"(1)- m(1LA()| £k gilt.

Bewels:
Die verwendete Beweistechnik ist auch auf andere Probleme Ubertragbar.

Es wird angenommen, dal3 es (bei Vorgabe der Konstanten k) einen derartigen polynomiell
zeitbeschrankten Approximationsalgorithmus A gibt und zeigt dann, dal3 dieser (mit einer ein-
fachen Modifikation) dazu verwendet werden kann, in polynomieller Zeit eine optimale L6-
sung fur das ganzzahlige 0/1-Rucksack-Maximierungsproblem zu ermitteln. Damit kann man
dann das zu diesem Problem gehdrende Entscheidungsproblem in polynomieller Zeit 16sen.
Dadieses NP-vollstandig ist, folgt P=NP (vgl. Satz 5.1-1).

Bel Annahme der Existenz von A kann ein Algorithmus A definiert werden, der folgenden-
dermal3en arbeitet:
Adus einer Eingabe einer Instanz | = (A M) mit A={(w,,p,),....(w,,p,)} fir das ganzzahli-

ge 0O/1-Rucksack-Maximierungsproblem erzeugt A eine Instanz | =(AM) mit
A={(w,,(k+1)xp,),...,(w,,(k +1)xp )} (eswerden dabei also lediglich alle Profite p, durch
(k +1)xp, ersetzt). Diese neue Instanz | = (A,M) wird in A eingegeben. A ermittelt eine ap-

proximative Losung A(i')=(x,, ..., x,) mit g x v £M und

i=1

i (7)- m(r,A(r)lz‘m* (7)- & x A{k+1)xp ek (Ungleichung ().

i=1

A gibt die von A bei Eingabe von T ermittelte Losung A(1)=A ()= (x,,.... x,) mit (dem
Wert der Zielfunktion) m(l,ﬂ(l)):m(l#p‘l(l)) aus. Es ist A(I)1 SOL(I). Es gilt sogar
m(1,A(1))=m'(1), dh. A ligfert in polynomieller Zeit (da A in polynomieller Zeit arbeitet)
eine optimale L 6sung fir die Eingabeinstanz 1:
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Da m (I~) ein Vielfaches von k +1 ist, denn jeder Profit in I ist ein Vielfaches von k +1,
kann man den Faktor k +1 auf der linken Seite des £-Zeichens in der Ungleichung (*) aus-
klammern und erhalt

\maym@A@»{m@yéxﬂﬁgm

mit einer natirlichen Zahl R. Diese Ungleichung ist nur mit R =0 méglich, so dal3

=(k +1) R £k

‘m* (I~) m(r,A(r)X =0 folgt, d.h. A(I~) ist eine optimale Losung fir 1 .

Jede zulassige Losung fur I ist auch eine zuldssige Losung fur I, jedoch mit dem (k+1)-
fachen Profit. Umgekehrt ist jede zuldssige Ldsung fir | eine zuléssige Lésung fur I . Damit
folgt die Optimalitat von A(1) (dazu ist m(1,A(1))2 m(1,y) fur jedes yi SOL(1) zu zei-
gen):

i A(1)= m(zfl(r)) - Tg) ”L(zly) _ml.y) fir jedes y1 SOL(1).

Die Forderung nach der Garantie der Einhaltung eines absoluten Fehlers ist also haufig zu
stark. Es bietet sich daher an, einen Approximationsalgorithmus nach seiner relativen Appro-
ximationsgute zu beurteilen.

Essai ein P wieder ein Optimierungsproblem und A ein Approximationsalgorithmus fur P
(siehe oben), der eine zuldssige Losung A(X) ermittelt. Ist xT S, eine Instanz von P, so gilt

trivialerweise m(x,A(x)) £ m, (x) bei eéinem Maximierungsproblem bzw. m, (x) £ m(x,A(x))
bei einem Minimierungsproblem.

Die relative Approximationsgite R, (x) von A bei Eingabe einer Instanz x1 S, wird defi-
niert durch

R, (X) = LX)) bei einem Maximierungsproblem

m(x,A(X)
bzw.
R, (X) = m(mL()(()x)) bei einem Minimierungsproblem.
P

Bemerkung: Um nicht zwischen Maximierungs- und Minimierungsproblem in der Definiti-
on unterscheiden zu muissen, kann man die relative Approximationsgite von A

bei Eingabe einer Instanz x1 S;, auch durch

- a0 mxAGO)E
BT ik AC0) (4
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definieren.

Offensichtlich gilt immer 1£ R, (x) . Jedichter R, (x) bei 1 liegt, um so besser ist die Appro-
ximation.

Die Aussage, R, (X) £c* mit einer Konstanten ¢ 3 1 fur ale Instanzen x1 S, bedeutet bei

. o . (x) .
einem Maximierungsproblem 1£m£c, aso m(x,A(x))3 %»rnp (x), d.h. der Ap-

proximationsalgorithmus liefert eine Losung, die sich mindestens um % dem Optimum n&

hert. Gewiinscht ist also ein moglichst grof3er Wert von % bzw. ein Wert von c, der mog-
lichst klein (d.h. dicht bel 1) ist.

Bei einem Minimierungsproblem impliziert die Aussage , R,(X)£c® die Beziehung
m(x,A(X)) £ cxmi, (x), d.h. der Wert der Approximation tiberschreitet das Optimum um

hochstens das c-fache. Auch hier ist also ein Wert von ¢ gewlinscht, der mdglichst klein (d.h.
dicht bei 1) ist.

6.1 Relativ approximierbare Probleme

Essa r3 1. Der Approximationsalgorithmus A fur das Optimierungsproblem P aus NPO
heil3t r-approximativer Algorithmus wenn R, (x) £r fir jede Instanz x1 S, gilt.

Bemerkung: Es sei A ein Approximationsalgorithmus fur das Minimierungsproblem P,
und es gelte m(x,A(X))£rxm, (x)+k fir ale Instanzen x1 S, (mit Kon-

stanten r und k). Dann ist A lediglich (r +k)-approximativ und nicht etwa r-
approximativ, jedoch asymptotisch r-approximativ (siehe Kapitel 6.2).

Die Klasse APX besteht aus denjenigen Optimierungsproblemen aus NPO, fir die es einen r-
approximativen Algorithmus fir ein r 3 1 gibt.

Offensichtlichist APX i NPO.
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Das folgende Optimierungsproblem liegt in APX:

Instanz: 1.

Binpacking-Minimierungsproblem:

[ :[al,...,an]

a,,...,a, (,Objekte") sind rationale Zahlen mit O<a £1 furi=1,...,n

sze(l) =n

SOL(I):.‘[[B . [Bl,...,Bk]ifteine Partition (disjunkte Zerlegung)ji
+ 1 Pl yon | mit P! £1fur j=1,...,k i;

in einer zulassigen Losung werden die Objekte so auf k ,,Behdlter” der Hohe 1

verteilt, dald kein Behdlter ,, Uberlauft”.

. Fur [B,,...B]T SOL(1) ist m(1,[B,,...,B,]) =k, d.h. dls Zielfunktion wird die

Anzahl der bendtigten Behélter definiert

4. goal =min

Losung:  Eine Partition der Objekte in moglichst wenige Teile B, ..., B,. und (implizit) die

Anzahl k™ der benétigten Teile.

Bemerkung: Da das Laufzeitverhalten der folgenden Approximationsalgorithmen nicht von

den Grof3en der in den Instanzen vorkommenden Objekte abhangt, sondern nur
von deren Anzahl, kann man fiir eine Eingabeinstanz | =[a,, ..., a | als GroRe

den Wert size(l) = n wahlen.

Das Binpacking-Minimierungsproblem ist eines der am besten untersuchten Minimierungs-
probleme einschlieffdlich der Verallgemeinerungen auf mehrdimensionale Objekte. Das zuge-
horige Entscheidungsproblem ist NP-vollstandig, so dal3 unter der Voraussetzung P! NP
kein polynomiell zeitbeschrankter Optimierungsal gorithmus erwartet werden kann.

Der folgende in Pseudocode formulierte Algorithmus approximiert eine optimale Losung:

Eingabe:

Nextfit-Algorithmus zur Approximation von Binpacking:

I :[ai,...,an],
a,,...,a, (,Objekte") sind rationale Zahlen mit O<a £1 furi=1,..,n
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Verfahren: B, :=a;
Sind a,,...,a bereitsin die Behdter B, ..., B; gelegt worden, ohne dal einer

dieser Behdlter Uberlauft, so lege a;,, nach B; (in den Behdter mit dem hoch-

i+1

sten Index), falls dadurch B; nicht Gberlauft, d.h. éeﬂ . & £1 gilt; andernfalls

lege a,,, in einen neuen (bisher leeren) Behdlter B, .

Ausgabe: NF(1) = die bendtigten nichtieeren Behalter [B,, ..., B,].

Satz 6.1-1:
st I:[al,...,an] eine Instanz des Binpacking-Minimierungsproblems, so gilt

Ry (1) £2, d.h. der Nextfit-Algorithmus ist 2-approximativ (m(l,NF(1)) £ 2>m’(1)).
Das Binpacking -Minimierungsproblem liegt in APX.

Beweis;

Interessanterweise kann man die Aussage m(l,NF(1))£ 2>m’ (1) machen, ohne m'(1) oder
m(l,NF(1)) zu kennen. Dazu wird m’ (1) abgeschétzt:

Fur eine Instanz | habe der Nextfit-Algorithmus k Behdter ermittelt, d.h. m(l,NF(1))=k.
Die Fullhohe im j-ten Behdlter sei u; fir j = 1, .., k Das erste Element, das der Nextfit-
Algorithmusin den Behdlter B; gelegt hat, sei b, .

Man betrachte die beiden Behdlter B; und B,,, (fur 1£ j<k): Da b;,, nicht mehr in den
Behdlter B, paldte, gilt 1- u; <b, £u;,; und damit u; +u;,, >1. Summiert man diese k-1
Ungleichungen auf, so erhdt man

(u +u,)+(u, +uy)+...+(u,_, +u, ) =u, +2u, +...+2u,_, +u, >k- 1.

Auf beide Seiten werden die Fullhdhen des ersten und letzten Behdters addiert, und man a-

Kk
halt 2xQ u; >k- 1+u, +u,. Die Summe der Flllhdhen in den Behdltern ist gleich der Sum-

i=1
me der Objekte, die gepackt wurden. Damit folgt

k n n n
k<2 u +1- (u+u)=2>Q a +1- (W +u)E2>q a +1und KE2>Q a .

j=1 i=1 i=1 i=1

Trivialerweise gilt m (1) 3 é a (hier gilt ,=*, wenn in einer optimalen Packung alle Behdl-
i=1

ter bis zur maximalen Fullhéhe 1 aufgeflllt werden). Damit ergibt sich schliefdlich

R (1) =k/m'(1)E2. /I




6.1 Relativ approximierbare Probleme 207

Die Grenze 2 im Nextfit-Algorithmus ist asymptotisch optimal: es gibt Instanzen |, fir die
Ry (1) beliebig dicht an 2 herankommt. Dazu betrachte man etwa eine Eingabeinstanz | mit
n=2m vielen Objekten, wobei m eine gerade Zahl ist: | =[a,,...,a,|. Die Werte a, seien
11/2-1/3m fir ungeradesi

i i} ~ . Mit dieser Instanz gilt m(I,NF(1))=m
iym fur geradesi

definiert durch a =

und m'(1)=m/2+1, so da RNF(I)=2><% folgt, und dieser Wert kann fir grofe m be-

liebig dicht an 2 herangehen.

Es gilt sogar eine genauere Abschéatzung der relativen Approximationsgite, falls die Grélie
aller Objekte beschrankt ist: Mit a_, = max{a, |i =1,...,n} ist

m(l ,NF(l ))E‘%(l-'-a*'max/(l- amax))m*(l) fd|80<amax £]/2
i2xm (1) falsy/2<a,, £1

Zu beachten ist, dal3 der Nextfit-Algorithmus ein online-Algorithmus ist, d.h. die Objekte der
Reithenfolge nach inspiziert, und sofort eine Entscheidung trifft, in welchen Behdlter ein Ob-
jekt zu legen ist, ohne ale Objekte gesehen zu haben. Die Laufzeit des Nextfit-Algorithmus
bei einer Eingabeinstanz der Gréflie nliegtin O(n).

Eine asymptotische Verbesserung der Approximation liefert der Firstfit-Algorithmus, der
ebenfalls ein online-Algorithmus ist und bel geeigneter Implementierung ein Laufzeitverhal-
ten der Ordnung O(n>log(n)) hat:

Firstfit-Algorithmus zur Approximation von Binpacking:

Eingabe: I :[ai,...,an],
a,...,a, (,Objekte") sind rationale Zahlen mit O<a £1 furi=1,..,n

Verfahren: B, :=a;
Sind a,,...,a bereitsin die Behdter B, ..., B; gelegt worden, ohne dal einer
dieser Behdlter Uberlauft, so lege a,, in den Behdter unter By, ..., B; mit dem

kleinsten Index, in den das Objekt a.,, noch pal¥, ohne dal3 er Uberlauft. Falls

i+1
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es einen derartigen Behdlter unter B,,..., B; nicht gibt, lege a,,, in énen neuen
(bisher leeren) Behdlter B,,,.
Ausgabe: FF(1) = die bentigten nichtleeren Behalter [B,, ..., B, ].
Satz 6.1-2:
Ist | :[al,...,an] eine Instanz des Binpacking-Minimierungsproblems, so gilt

m(l,FF(1))£L7>m"(1)+2.

Der Beweis verwendet eine ,, Gewichtung* der Objekte der Eingabeinstanz. Wegen der Lénge
des Beweises muld auf die Literatur verwiesen werden.

Die Grenze 1,7 im Firstfit-Algorithmus ist ebenfalls asymptotisch optimal: es gibt Instanzen |
mit beliebig groRem Wert mi (1), fir die m(l,FF(1))® 1,7{m (1)~ 1) gilt. Daher kommt
R (1) asymptotisch beliebig dicht an 1,7 heran.

Zu beachten ist weiterhin, dald der Firstfit-Algorithmus kein 1,7-approximativer Algorithmus
ist, sondern nur asymptotisch 1,7-approximativ (siehe Kapitel 6.2) ist.

Eine weitere asymptotische Verbesserung erhdlt man, indem man die Objekte vor der Auf-
teilung auf Behélter nach absteigender Grolie sortiert. Die entstehenden Approximationsalgo-
rithmen sind dann jedoch offline-Algorithmen, da zunéchst alle Objekte vor der Aufteilung
bekannt sein mussen.

FirstfitDecr easing-Algorithmus zur Approximation von Binpacking:

Eingabe: I :[ai,...,an],
a,...,a, (,Objekte") sind rationale Zahlen mit O<a £1 furi=1,..,n

Verfahren:  Sortiere die Objekte a,, ..., a, nach absteigender Grofe. Die Objekte erhalten
im folgenden wieder die Benennung a,, ..., a,, d.h.esgilt &, % ... 3 a,.

B,:=a,;
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Sind a,,...,a bereitsin die Behdter B, ..., B; gelegt worden, ohne dal einer
dieser Behdlter Uberlauft, so lege a,, in den Behdter unter By, ..., B; mit dem
kleinsten Index, in den das Objekt a,,, noch pal3, ohne dald er Uberlauft. Falls
es einen derartigen Behdlter unter B,,..., B, nicht gibt, lege a,,, in énen neuen
(bisher leeren) Behdlter B,,,.

Ausgabe: FFD(1) = die bendtigten nichtleeren Behalter [B,, ..., B,|.

Satz 6.1-3:
st I:[al,...,an] eine Instanz des Binpacking-Minimierungsproblems, so gilt
m(l,FFD(1)) £1,5xm (1) +1.

Beweis;

Die Objekte der Eingabeinstanz | =[a,,...,a ] seien nach absteigender GroRe sortiert, d.h.
a, % ...% a,. Siewerden in vier Grofenordnungen eingeteilt. Dazu wird

Der FirstfitDecreasing-Algorithmus habe eine Packung mit k Behédltern ermittelt, d.h.
m(l,FFD(1)) =k . Die Fiillndhe des j-ten Behélters B, sai u; .

1. Fall: Es gibt mindestens einen Behélter, der nur Objekte aus D enthélt.
Dann sind ale anderen Behélter, bis eventuell auf den Behdter B, zu mindestens

2/3 geflllt. Esgilt dann
n k-1 k-1
aa=au +u, g 2/3=2/3xk- 1) und folglich

i=1 j=1 j=1

m(l,FFD(1))=k £3/2xq a +1£3/2>m (1) +1.
i=1
2. Fall: Kein Behdlter enthalt nur Objekte aus D.
Essd | =1\D. Alle Objekte in I haben eine GroRe von mehr as 1/3. Dann gilt

FFD(I)=FFD(1), dadie Objektein D noch auf die iibrigen Behélter verteilt werden
koénnen und erst dann verteilt werden, wenn ale Objekte in A, B und C verteilt sind.
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Es gilt sogar m(i’,FFD(I"))=m’ (), d.h. der FirstfitDecreasing-Algorithmus liefert
bei Eingabe von I eine optimale Packung:
Dazu wird das Aussehen einer optimalen Packung von | betrachtet;

Esgibt t, Behaltern, die nur ein einziges Objekt aus A enthalten. Objekte aus B

oder C passen dort nicht mehr hinein.

Kein Behdlter enthdlt 3 oder mehr Objekte.

Es gibt t Behdlter mit 2 Objekten, davon jeweils héchstens eines aus B, eventuell
beide aus C. Die Anzahl der Behdlter mit 2 Objekten, von denen eines aus B und
eines aus C kommt, sai t,.; die Anzahl der Behdlter mit 2 Objekten, von denen

beide aus C kommt, sei t...

Esgibt t; Behdlter, die nur ein Objekt aus B enthalten.

Esgibt t. Behdlter, die nur ein Objekt aus C enthalten; t. £1.
m (1) =t +toe +toe +tg +te UND [C Stoe + 25t +te .
Bel der Abarbeitung von I durch den FirstfitDecreasi ng-Algorithmus werden zuerst
die Objekte aus AE B gepackt; dazu werden t, +t,. +t; Behdlter benétigt. Das a-

ste Objekt cI C kommt in den Behélter, der ein Objekt aus B enthélt, und zwar das
grofte Objekt bl B mit b+c£ 1. Ein Objekt aus C kommt erst dann in einen neuen
Behdlter oder in einen Behdlter, der bereits ein Element aus C enthdt, wenn es kei-
nen Behdlter gibt, der genau ein Element aus B enthdlt und zu dem man es legen

kénnte. Daher kommen auch t;. Objekte aus C in Behdter mit einem Element aus
B. Fir die Ubrigen Objekte aus C benttigt der FirstfitDecreasing-Algorithmus noch
2% +t. Behdlter. Insgesamt ergibt sich

m(i,FFD(I7)) = t, +toe +tee +tg +to =m (7).

Damit ergibt sich m'(1)£m(1,FFD(1))=m(i’,FFD(I"))=m ()£ m (1); die letzte
Ungleichung folgt aus der Inklusion 1 i | . Das bedeutet m(1,FFD(1))=m'(1). ///

Auch der FirstfitDecreasing-Algorithmus kein 1,5-approximativer Algorithmus, sondern nur
asymptotisch 1,5-approximativ (siehe Kapitel 6.2).

Eine genauere Analyse des FirstfitDecreasing-Algorithmus zeigt, dai3 die in Satz 6.1-3 ange-
gebene Schranke 1,5 verbessert werden kann. Es 183 sich zeigen, dal3 fur jede Instanz
I :[al,...,an] des Binpacking-Minimierungsproblems die Abschétzung

m(l,FFD(1)) £11/9xm’ (1) +4 gilt. Das folgende Beispiel zeigt, daR die 11/9-Grenze nicht
verbessert werden kann: Man betrachte die Instanz I, dieaus n =5m vielen Objekten besteht,
und zwar m Objekte der Grole 1/2+d mit 0<d <1/40, m Objekte der Grole 1/4+2d , m
Objekte der Grofle 1/4+d und 2m Objekte der Grolke 1/4- 2d . Die Objekte dieser Instanz
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sind nach absteigender GréRe sortiert. Esist m'(1)=3my/2 und m(l,FFD(1))=11n/6, aso
m(l,FFD(1))=11/9>m’(1).

BestfitDecreasing-Algorithmus zur Approximation von Binpacking:

Eingabe: I :[ai,...,an],
a,...,a, (,Objekte") sind rationale Zahlen mit O<a £1 furi=1,..,n

Verfahren:  Sortiere die Objekte a,, ..., a, nach absteigender Grofe. Die Objekte erhalten
im folgenden wieder die Benennung a,, ..., a,, d.h.esgilt &, % ... 3 a,.
B =a;
Sind a,,...,a bereitsin die Behdter B, ..., B; gelegt worden, ohne dal einer
dieser Behdlter Uberlauft, so lege a,,, in den Behdlter unter B, ..., B,, der den
kleinsten freien Platz aufweist. Falls a,,; in keinen der Behdlter B, ..., B; pald,

lege a,,, in einen neuen (bisher leeren) Behdlter B, .

Ausgabe: BFD(I) = die bentigten nichtleeren Behalter [B,, ..., B,|.

Satz 6.1-4:
st I:[al,...,an] eine Instanz des Binpacking-Minimierungsproblems, so gilt

m(1,BFD(1)) £130m’ (1) +4.

Auch der BestfitDecreasing-Algorithmus nur asymptotisch 11/9-approximativ (siehe Kapitel
6.2). Das obige Beispiel zeigt, daf’ auch fur diesen Algorithmus die 11/9-Grenze nicht ver-
bessert werden kann.

Die folgende Zusammenstellung zeigt noch einmal die mit den verschiedenen Approximati-
onsalgorithmen fur das Binpacking-Problem zu erzielenden Approximationsgiten. In der
letzten Zeile ist dabel ein Algorithmus erwahnt, der in einem gewissen Sinne (siehe Kapitel
6.2) unter allen approximativen Algorithmen mit polynomieller Laufzeit eine optimale relati-
ve Approximationsglte erzielt. Zu beachten ist ferner, dald im Sinne der Definition die Algo-
rithmen Firstfit, FirstfitDecreasing und BestfitDecreasing nicht r-approximativ (mit r = 1,7
bzw. r = 1,5 bzw. r = 1,22), sondern nur asymptotisch r-approximativ sind.
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Approximationsalgorithmus Approximationsgute
Nextfit i - ’
l ,NF(I))E%(“?”“"X/(l a,, ))xm (1) fdlsO<a,, £1/2
72xm (I) falsl/2<a,, £1
Firstfit m(l,FF(1))£1,7>m (1) +2
FirstfitDecreasing m(l,FFD(1)) £15xm (1) +1 (Satz 6.1-3)
m(|,FFD(|))£%>m*(|)+4; 11/9=1,222
BestFitDecreasing m(l ,BFD(I ))El% Wn*(l )+4
Simchi-Levi, 1994 m(1,SL(1))£15xm (1)

In Kapitel 6 wurde gezeigt, dal3 das 0/1-Rucksack-Maximierungsproblem unter der Annahme
P1 NP nicht absolut approximierbar ist. Es gibt jedoch fir dieses Problem einen 2-
approximativen Algorithmus:

Instanz: 1.

Das 0/1-Rucksackproblem als Maximierungsproblem
(maximum 0/1 knapsack problem)

I =(AM)

A={a,..,a,} ist eine Menge von n Objekten und M1 R_, die , Rucksackka-

pazitét“. Jedes Objekt a , i =1,..,n, hat die Form a =(w,p,); hierbei be-

zeichnet w T R_, dasGewichtund p, T R_, den Wert (Profit) des Objekts a, .

sze(l)=n

SOL(I):i(xl,...,xn)|xi =0oder x, =1furi =1,...,nund § x *w, £ Mg; man
| i=1

beachte, daf3 hier nur Werte x, =0oder x, =1 zulassig sind

m(l ,(xl,...,xn)):én_ x, xp, fur (x,,...x, )T SOL(l)

i=1

goal = max

Losung: Eine Folge X, ..., X, von Zahlen mit

(1) x =0oder x =1furi=1,...,n

(2) & X w EM

i=1
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@ ml,(x,...x))=4 x xp, ist maximal unter alen moglichen Auswahlen
i=1

Xy X, die (1) und (2) erfllen.

Der Approximationsalgorithmus RUCK _APP wird hier informell beschrieben:

1. Bei Eingabe einer Instanz | = (A M) sortiere man die Objekte nach absteigenden Werten
p;/w. . Die Objekte werden in der durch diese Sortierung bestimmten Reihenfolge bear-
beitet. Ein Objekt a wird dabel in den Rucksack gelegt, wenn es noch paldt; in diesem
Fall wird x, =1 gesetzt. Pal} das Objekt a, nicht, dann wird x, =0 gesetzt und zum
néchsten Objekt Ubergegangen.

2. Essé p,, =max{p |i =1,...,n}. Man vergleiche das Ergebnis im Schritt 1 mit der Ruck-
sackfullung, die man erhalt, wenn man nur das Objekt mit dem Gewinn p, aleinin den

Rucksack legt. Man nehme digenige Rucksackfillung, die den grof3eren Wert der Ziel-
funktion liefert.
Das Ergebnis des Verfahrens ist eine 0-1-Folge RUCK_APP(1) =(x,...,x,) mit dem Wert

m(l,RUCK_APP(l)) der Zielfunktion.

Satz 6.1-5:
Fur jede Instanz | =(AM) des 0/1-Rucksack-Maximierungsproblems gilt:
1£m (1)/m(I,RUCK_APP(1))£2, dh. das 0/1-Rucksack-Maximierungsproblem
liegt in APX.

Bewels:

Essel a; das erste Objekt, dasim 1. Teil des Algorithmus RUCK_APP nicht mehr in den

-1
Rucksack palit. Zu diesem Zeitpunkt hat der Rucksack eine Fullung w = 5 w. £M . Es gilt

i=1

-1
also w; >M - w. Der bisher entstandene Profit ist r):g p -

i=1

Es werde eine modifizierte Aufgabenstellung des 0/1-Rucksack-Maximierungsproblems be-
trachtet, in dem die Forderung ,, x. =0oder x. =1 durch , O£ x. £1* ersetzt ist. Fir die so

modifizierte Aufgabenstellung kann im 1. Teil des Algorithmus RUCK_APP das Objekt a;
noch in den Rucksack gelegt werden, jedoch nur mit einem Anteil x; =(M - W)/w; . Der
Rucksack ist dann gefllt, d.h. im 1. Teil von RUCK_APP wird fur die modifizierte Aufga-
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benstellung x;,, =...=x, =0 gesetzt. Es |a} sich zeigen, daB3 jetzt bereits eine optimale L6-
sung des modifizierten 0/1-Rucksack-Maximierungsproblems gefunden ist, und zwar mit ei-
nem Profit m,q, =P+ ((M - W)/w, )xp, . Dajede zulassige Lésung des (urspriinglichen) 0/1-
Rucksack-Maximierungsproblems eine zuléssige Losung des modifizierten 0/1-Rucksack-
Maximierungsproblems ist, folgt m'(1) £ p+((M - W)/w, )xp, <p+p, (die letzte Unglei-

chung ergibt sichaus w; >M - w).
AuRerdem gilt p £ max{ p, p,..} £ m(l,RUCK_APP(1))E£m’(l).

Es werden zwei Falle unterschieden:

1Fal: p,;£p
Dann gilt m'(1) <2xp £ 2>m(l,RUCK_APP(1)).

2Fdl: p,>p
Dann gilt P, 2 p; > P und m' (1)< p+p, <2xp,, £2>xm(l,RUCK_APP(1)).

In beiden Fallen folgt die Abschatzung 1£ m'(1)/m(I,RUCK_APP(1))£2. /il

Gibt man die Instanz | :ggd%ﬂ,— oM Mo géﬂ MQM mit M >4 in den Algo-
ee

2 e (; 22582245 4
rithmus RUCK _APP ein, so liefert er das Ergebnis x, =1, x, =0 und x, =0 und den Profit
m(l,RUCK_APP(l))=M/2+2. Die optimale Lésung ist jedoch Ergebnis x; =0, x, =1
und x; =1 mit dem Profit m' (1)=M >M/2+2. Damit ist

M _2M _2(M+4)- 8_, 8
M/2+2 M +4 M +4 M +4

Bel genligend groffem M kommt dieser Wert beliebig dicht an 2 heran, so dal3 die Abschét-
zung in Satz 6.1-5 nicht verbessert werden kann.

m (I )/m(l RUCK_APP(l))=

Der folgende Satz zeigt, dal3 es unter der Voraussetzung P* NP nicht fir jedes Optimie-
rungsproblem aus NPO einen approximativen Algorithmus gibt. Dazu sei noch einmal das
Handlungsrei senden-Minimierungsproblem mit ungerichteten Graphen angegeben:
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Das Handlungsr eisenden-Minimier ungsproblem

Instanz: 1. G=(V,E,w)
G=(V,E,w) ist ein gewichteter ungerichteter Graph mit der Knotenmenge
V ={v,,...,v,}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge Ei V"V ; die
Funktion w: E® R,, gibt jeder Kante el E ein nichtnegatives Gewicht

2. SOL(G)= {T [T = <(vi1 Vi, ) (viz Vi, ) (vin_1 Vi ) (vin Vi )> ist eine Tour durch G}
3. fur T1 SOL(G), T =({v, v, ) (v, v, ),V )} (v, v, ) it die Zietfunktion

definiert durch m(G,T) = r?o-lw(vij ,vim)+ w(vin ,vil)

=1

4. goal =min

Losung: Eine Tour T°1 SOL(G), die minimale Kosten (unter allen moglichen Touren durch

G) verursacht, und m(G,T* ) :

Satz 6.1-6:
Ist P NP, so gibt es keinen r-approximativen Algorithmus fur das Handlungsreisen-

den-Minimierungsproblem (mit rT R.,).

Ist P1 NP, soist APX1 NPO.

Beweis:
Die Argumentation folgt der Idee aus dem Beweis von Satz 6-3.

Es wird angenommen, da? es bei VVorgabe des Wertes r1 R,, einen r-approximativen Algo-
rithmus A fUr das Handlungsrei senden-Minimierungsproblem gibt und zeigt dann, dafi’ dieser
(mit einer einfachen Modifikation) dazu verwendet werden kann, das Problem des Hamilton-
schen Kreises in einem ungerichteten Graphen (UNGERICHTETER HAMILTONKREIS,
vgl. Kapitel 5.4) in polynomieller Zeit zu entscheiden. Da dieses NP-vollstandig ist, folgt
P=NP (vgl. Satz 5.1-1).

Das Problem des Hamiltonschen Kreises in einem ungerichteten Graphen (UNGERICHTE-
TER HAMILTONKREIS) lautet wie folgt:
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Instanz: G,
G =(V,E) ist ein ungerichteter Graph mit V ={v,,...,v_}.

Losung: Entscheidung ,ja‘, fals gilt:
G  besitzt einen Hamiltonschen Krels. Dieses ist ene Anordnung
(Vo Vi 2y -+ Vi oy ) lEr Knioten mittels einer Permutation p der Knotenindizes, so

daB fir i =1...,n- 1 gilt: (v, ), Vo )T E Und (Vs Vo )T E-

Es s A en r-approximativen Algorithmus A fir das Handlungsreisenden-
Minimierungsproblem, d.h. firr ale Instanzen | dieses Problems gilt m(lI,A(1))£r>m'(1).
Man kann r >1 annehmen, denn fir r =1 ermittelt A bereits eine optimale Lésung. Es wird

ein Algorithmus A fir UNGERICHTETER HAMILTONKREIS konstruiert, der folgenden-
dermal3en arbeitet:

Bei Eingabe eines ungerichteten Graphen G = (V,E) mit V ={v,,...,v_} konstruiert A einen
vollstéandigen bewerteten ungerichteten Graphen G= 6/@) (die Knotenmenge wird beibe-
haiten) mit £ ={ (v V)| vV undy, 1 V} und der Kantenbewertung w: E® R,,, die durch
11 fais(y,v, )i E

W(Vi Vi ) - % nr sonst

definiert ist. Diese Konstruktion erfolgt in polynomieller
Zeit, da hochsten O(nz) viele Kanten hinzuzufiigen und O(nz) viele Kanten zu bewerten
sind. Alle Bewertungen haben eine Lange der Ordnung O(log(n)). Der Graph G =6/,|§)
wird in den Algorithmus A eingegeben und das Ergebnis m(G, A (G)) mit dem Wert r3n ver-
glichen. A trifft die Entscheidung

~ ija furm(G,A
A)=p 2 T2
inein furmiG,A

G

G

£rxn

>rxn

Falls A ein polynomiell zeitbeschrankter Algorithmusist, dann auch A.

Besitzt G einen Hamiltonkreis (mit Lange n), dann ist m’ (6): n,und A(G)=ja,daAenr-
approximativen Algorithmus A fir das Handlungsreisenden-Minimierungsproblem ist und
damit m(G,A(G))£ r>m (G) =rx ist.

Besitzt G keinen Hamiltonkreis, dann enthdt jeder Hamiltonkreis in G mindestens eine
Kante, die mit r:n bewertet ist (da G ein vollstandiger Graph ist, enthdlt G einen Hamil-
tonkreis). Damit ergibt sich m(C";',A(CRS'))3 m'(G) 2 n- 1+rxn>rsn, d.h. A(G)=nein.
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In beiden Fallen trifft A die korrekte Entscheidung. ///

Das metrische Handlungsreisenden-Minimierungsproblem liegt jedoch in APX. Dieses
stellt eine zusdtzliche Bedingung an die Gewichtsfunktion einer Eingabeinstanz, namlich die
Gultigkeit der Dreiecksungleichung:

Fir v,T V, v;TV und v, TV gilt W(Vi,Vj)E W(vi,vk)+w(vk,vj).

Auch hierbei ist das zugehdrige Entscheidungsproblem NP-vollstandig. Es gibt (unabhangig
von der Annahme P! NP) im Gegensatz zum (algemeinen) Handlungsreisenden-Minimie-
rungsproblem fur dieses Problem einen 1,5-approximativen Algorithmus (siehe Literatur). Es
ist nicht bekannt, ob es einen Approximationsalgorithmus mit einer kleineren relativen Ap-
proximatiosgite gibt oder ob aus der Existenz eines derartigen Algorithmus bereits P = NP
folgt.

Hat man fur ein Optimierungsproblem aus APX einen r-approximativen Algorithmus gefun-
den, so stellt sich die Frage, ob dieser noch verbessert werden kann, d.h. ob es einen t-
approximativen Algorithmus mit 1£t<r gibt. Der folgende Satz (gap theorem) besagt, dal3
man unter Umstanden an Grenzen stof¥t, dal3 es namlich Optimierungsprobleme in APX gibt,
die in polynomieller Zeit nicht beliebig dicht approximiert werden konnen, auf3er es gilt
P=NP.

Satz 6.1-7:
Essal P ¢ ein NP-vollstandiges Entscheidungsproblem iiber S¢ und P aus NPO ein
Minimierungsproblem iiber S™. Es gebe zwei in polynomieller Zeit berechenbare Funk-
tionen f:SE® S und c:SE¢® N und eine Konstante e >0 mit folgender Eigen-
schaft:

i c(x) fur xT L,

Te)H{1+e) firxi Lo,

Dann gibt es keinen polynomiell zeitbeschrénkten r-approximativen Algorithmus fur P

mit r <l+e, aul3er P=NP.

Fir jedes x1 S¢ ist m' (f(x)) =

Beweis;

Angenommen, es gibt einen polynomiell zeitbeschrénkten r-approximativen Algorithmus A
fir P mit r <1+e . Dann kann man daraus einen polynomiell zeitbeschrénkten Algorithmus

ACflr P Ckonstruieren, der genau L, erkennt. Das bedeutet P = NP.
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Die Arbeitsweise von A ¢ wird informell beschrieben:

Bei Eingabe von x1 S¢ in AC werden in polynomieller Zeit die Werte f(x) und c(x) be-
rechnet. Der Wert f(x) wird in den polynomiell zeitbeschrankten r-approximativen Algo-
rithmus A fir P eingegeben und der Naherungswert m(f (x),A(f(x))) mit c(x)x1+e) ver-
glichen. A trifft die Entscheidung
A((X):}j a  furm(f(x),A(f(x)<c(x){1+e) |

inein form(f(x),A(f(x)))3 c(x){1+e)

ACist ein polynomiell zeitbeschrankter Entscheldungsalgorithmus. Zu zeigen ist, dal3 die von
A getroffene Entscheidung korrekt ist, d.h. da3 A(x)=j a genau dann gilt, wenn x1 L,,
ist.

m(f (), A(f () ¢
m'(f (x))
m(f(x))=c(x). Also ist m(f(x),A(f(x))<m (f(x)){1+e)=c(x)¥1+e), und

A(X) =j a.

Essd x| L,.. DaA r-approximativ ist, gilt r<l+e.Wegen xiI L, it

Essei xI L,,. Dannfolgt m'(f(x))=c(x){1+e),
m(f (x),A(f(x)))3 m (f(x))=c(x){1+e) und A(x)=nei n.

In beiden Fallen trifft A die korrekte Entscheidung. ///

Bemerkung: Der Beweis von Satz 6.1-7 zeigt, dal3 Satz 6.1-7 gultig bleibt, wenn die dort
formulierte Voraussetzung tber m’ (f (x)) ersetzt durch die Voraussetzung

L Yok e s i=c(x) fir xT L,
Fur jedes x1 S¢ ist m (f(x)i, e
13 c(x){1+e) fir xi L,,
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Ein entsprechender Satz gilt fir Maximierungsprobleme:

Satz 6.1-8:
Essal P ¢ ein NP-vollstandiges Entscheidungsproblem iiber S¢ und P aus NPO ein
Maximierungsproblem iber S'. Es gebe zwe in polynomieller Zeit berechenbare
Funktionen f:S¢® S und ¢:S¢ ® N und eine Konstante e >0 mit folgender Ei-
genschaft:

i c(x) fur xT L,

Te()H1-e) firxi Lo’

Dann gibt es keinen polynomiell zeitbeschrénkten r-approximativen Algorithmus fur P

mit r <1/(1- e), aulBer P=NP.

Fir jedes x1 S¢ ist m' (f(x)) =

Mit Hilfe dieser Sétze 18/% sich zeigen beispielsweise, dal} die Grenze r = 1,5 fir einen r-
approximativen (polynomiell zeitbeschrankten) Algorithmus unter der Annahme Pt NP fir
das Binpacking-Minimierungsproblem optimal ist:

Satz 6.1-9:
Ist Pt NP, dann gibt es keinen r-approximativen Algorithmus fir das Binpacking-

Minimierungsproblem mit r £3/2- e fur e >0.

Beweis;

In Satz 6.1-7 Ubernimmt das Binpacking-Minimierungsproblem die Rolle von P ; fur P
wird das NP-vollstéandige Partitionenproblem (siehe Kapitel 5.4) genommen. Es wird definiert
durch

Instanz: | :[al,...,an],
a,,...,a, sind nattrliche Zahlen.

Losung: Entscheidung ,ja' genau dann, wenn gilt:
Es gibt eine Aufteilung der Menge { a,,...,a,} in zwei disunkte Teile |, und

L, mt da=3a.

all, all,

Es werden zwei Abbildungen f und c definiert, die den Bedingungen in Satz 6.1-7 genligen.
Die Abbildung f ordnet jeder Instanz | =[a,,...,a,] des Partitionenproblems eine Instanz

f (1) des Binpacking-Minimierungsproblems zu.
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Die Funktion ¢ mit c(1) =2 fir alle Instanzen | des Partitionenproblems ist trivialerweise in
polynomieller Zeit berechenbar.

Fur ene Instanz I:[al,...,an] des Partitionenproblems sei B:é‘aj. Es wird
all

f(1)=[(2a,)/B,...(2a,)/B| definiert, fals sich dadurch eine Instanz des Binpacking-
Minimierungsproblems ergibt, d.h. fals (2a )/B£1 fir i=1,..,n gilt. Ansonsten wird
f(1)=[1,1,1] gesetzt. In jedem Fall ist f(l) ene Instanz des Binpacking-
Minimierungsproblems. Da dieses in NPO liegt und wegen Satz 2.1-3 ist f(l) in polyno-
mieller Zeit berechenbar.

Ist IT Ly, d.h. I ist eine ,ja‘-Instanz des Partitionenproblems bzw. es gibt eine Aufteilung

der Menge {a,,...,a } in zwe disunkte Teile I, und I, mit Ja =g a, dan gilt
ally all,

a £B/2 fur i =1,...,n, denn sonst kénnte man | nicht in zwei gleichgrof3e Teile aufteilen.
Daher ist (2a,)/B£1, §a =84a =B/2 und § (2a)/B=§ (2a)/B=1. Zur Packung

ally all, ally all,
der Instanz f(1)=[(2a,)/B,...,(2a,)/B] des Binpacking-Minimierungsproblems sind genau
2 Behalter erforderlich, d.h. m(f(1))=2=c(l)..

Ist 17 Ly, und [(2a,)/B,...,(2a,)/B] keine Instanz des Binpacking-Minimierungsproblems,
d.h. es gibt mindestens ein a, mit (2a,)/B>1, dannist f(1)=[1,1,1] und m'(f(1))=3.

Ist 1T Ly, und [(2a,)/B,...,(2a,)/B| eine Instanz des Binpacking-Minimierungsproblems,
dannist f(1)=[(2a,)/B,...(2a,)/B] und m(f(1))3 3.

In beiden Fallen gilt m'(f(1))? 3= 25 = (1 )ﬁﬁ?.
2 e 2g

Aus Satz 6.1-7 zusammen mit der sich dort anschlief3enden Bemerkung folgt, dal3 es keinen
polynomiell  zeitbeschrankten r-approximativen Algorithmus fir das Binpacking-
Minimierungsproblem mit r <1+1/2=1.5 gibt, auler P=NP. ///

6.2 Polynomiell zeitbeschrankte und asymptotische Approximationsschemata

In vielen praktischen Anwendungen méchte man die relative Approximationsglite verbessern.
Dabel ist man sogar bereit, langere Laufzeiten der Approximationsalgorithmen in Kauf zu
nehmen, solange sie noch polynomielles Laufzeitverhalten bezlglich der Grélde der Einga-
beinstanzen haben. Bezlglich der relativen Approximationsgite r akzeptiert man eventuell
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sogar ein Laufzeitverhalten, das exponentiell von 1/(r - 1) abhéngt: Je besser die Approxima-

tion ist, um so grofer ist die Laufzeit. In vielen Féllen kann man so eine optimale L 6sung be-
liebig dicht approximieren, allerdings zum Preis eines dramatischen Anstiegs der Rechenzeit.

Essa P en Optimierungsproblem aus NPO. Ein Algorithmus A heil3t polynomiell zeitbe-
schranktes Approximationsschema (polynomial-time approximation scheme) fur P, wenn
er fir jede Eingabeinstanz x von P und fiir jede rationale Zahl r > 1 bei Eingabe von (x,r)
eine r-approximative Lésung fur x in einer Laufzeit liefert, die polynomiell von size(x) ab-
hangt.

Mit PTAS werde die Klasse der Optimierungsprobleme in NPO bezeichnet, fur die es ein
polynomiell zeitbeschrénktes Approximationsschema gibt. Dal3 diese Klasse nicht leer ist,
zeigt das folgende Berispiel.

Partitionen-Minimierungsproblem

Intanz: 1. 1=[a,,..,a]
a,,...,a, (,Objekte") sind natlirliche Zahlenmit a >0 furi=1, .., n
sze(l) =n
2. SOL(1) ={[Y,,Y,] | [¥,.Y,]ist eine Partition (disunkte Zerlegung) von 1}
3. Fr [v,Y,]1 soL(1) ist m{1[Y, Y, =max{§ &, éaiwzaj}

4. goal =min

Lésung:  Eine Partition der Objekte in zwei Teile [Y,,Y,], so da sich die Summen der Ob-
jekte in beiden Teilen mdglichst wenig unterscheiden.

Der folgende in Pseudocode formulierte Algorithmus ist ein polynomiell zeitbeschranktes
Approximationsschema fur das Partitionen-Minimierungsproblem.

Polynomiell zeitbeschranktes Approximationsschema fur das Partitionen-
Minimierungsproblem

Eingabe: I :[al,...,an] , rationale Zahl r > 1,
a,,...,a, (,Objekte") sind natlrliche Zahlenmit a, >0 furi=1, ..., n

Verfahren: VAR Y, : SET OF | NTEGER;

Y, : SET OF | NTEGER,
k : REAL;
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j ¢ I NTEGER
BEG N

IFr>=2

THEN BEG N
Y, = {a,..a,)
Y, 1= {}1

END
ELSE BEG N

Sortiere die Objekte nach absteigender Grol3e; die dabel

entstehende Folge sei (x,, ..., X, );

k 1= d2-r)/(r- 1y

{ Phase 1: }

finde eine optimale Partition [Y,,Y,] fur [x,,..., x ];

{ Phase 2: }

FOR| := k+1 TO n DO
I'F a)qTYIXi <= a'xiTY2
THEN Y, := Y,E{x ]

Yl
ELSE Y, := Y,E{x |

X%

END;

Ausgabe:  [Y,Y,].

Satz 6.2-1:
Das Partitionen-Minimierungsproblem liegt in PTAS.

Beweis;

Esist zu zeigen, dal3 der angegebene Algorithmus, der mit A bezeichnet werde, bei Eingabe
einer Instanz | =[a,,...,a,| fir das Partitionen-Minimierungsproblem und einer rationalen
Zahl r > 1 eine r-approximative Losung fur | in einer Laufzeit liefert, die polynomiell von n

abhangt.

Es werden | :[al,...,an] und r in den angegebenen Algorithmus eingegeben. Die Ausgabe
s [Y,,Y,]. OB.dA. i a..a°a,;a Danismi,A()=3 & Essd w(l) de

aly,
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Summe aller Objekte der Eingabeinstanz | : w(1)=Q a , w(Y,) die Summe aller Objekte in
all
Y,: w(Y,)= g a .

aly,

1.Fal:r3 2
Dannist m'(1)3 w(l)/23 m(1,A(1))/2, dso m(I,A(1))£2xm (1) £rxm'(1).

2.Fdl: 1€r<2
Essel a, dasletzte zu Y, hinzugefigte Objekt.

Wurde a, in Phase 1 des Algorithmus in Y, aufgenommen, so l& sich
m(l,A(1))=m’(1) zeigen. Es wird daher angenommen, daR a, in Phase 2 des Algo-
rithmusin Y, aufgenommen wurde. Es folgt nacheinander:

m(l A( ))' a £W(Yz)a

2xm(1,A(1))- a, £w(Y,)+m(l,A(1))=w(l) und

m(1,A(1))- w(l)/2£a, /2.

Aulierdem gilt wegen der Sortierung der Objekte a, £a; fur j=1,..,k. Diese Un-
gleichungen werden auf a,, aufsummiert zu dem Ergebnis:

(k+1), =a, +kxa, Eék a,+a, £w(l), dso a, £w(l)/(k+1).
Esgilt m(1,A(1))3 w(1)/23 W(Y,)/2 und m"(1)3 w(l)/2.
Insgesamt ergibt sich:
m(l,A(D) . m(LAD) ;& /2+w(1)/2_, @, oo 1 o
m (1) w(l)/2 w(l)/2 w(l) k+1
die letzte Ungleichung folgt aus der Wahl von k, namlich k =g2- r)/(r - 1)

k3 (2-r)/(r-1), dh k+13=(2- r+r-2)/(r- )=1/(r- 1)>Yr.

Mit k(r) = g2- r)/(r - 1)j ist das Laufzeitverhalten von der Ordnung O(nxog(n) +n*). Der
erste Term gibt die Laufzeit zum Sortieren der Objekte der Eingabeinstanz an, der zweite
Term die Laufzeit zur Ermittlung einer optimalen Losung fir die ersten k Elemente in Phase
1. Die Laufzeit fir Phase 2 ist von der Ordnung O(n). Da k(r)T O(Y/(r - 1)) ist das Laufzeit-
verhaten bei festem r polynomiell in der Grof3e n der Eingabeinstanz, jedoch exponentiell in
nund Y(r- 1). /I

Offensichtlich ist PTAST APX. In Kapitel 6.1 wurde erwahnt, da? es unter der Annahme
P1 NP keinen r-approximativen Algorithmus fur das Binpacking-Minimierungsproblem mit
r £3/2- e fur e >0 gibt. Daraus folgt:
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Satz 6.2-2:
Ist Pt NP, sogilt PTAST APX1 NPO.

Es gibt in PTAS Optimierungsprobleme, die ein polynomiell zeitbeschrénktes Approximati-
onsschema A zulassen, das bel Eingabe einer Instanz x von P und einer rationalen Zahl r > 1

eine r-approximative Losung fur x in einer Laufzeit liefert, die polynomiell von |x| und
1/(r - 1) abhangt.
Einen derartigen Algorithmus nennt man voll polynomiell zeitbeschr&nktes Approximati-

onsschema (fully polynomial-time approximation scheme). Die Optimierungsprobleme, die
einen derartigen Algorithmus zulassen, bilden die Klasse FPTAS.

In der Literatur werden Beispiele fir Optimierungsprobleme genannt, diein FPTAS liegen.

Es &} sich zeigen:

Satz 6.2-3:
Ist P NP, so gilt FPTASI PTASI APX1 NPO.

In Kapitel 6.1 wurden mehrere Approximationsalgorithmen fur das Binpacking-Minimie-
rungsproblem angegeben. Die Approximationsgiite m(l,BFD(I ))£1}6 xm’ (1) +4 von Best-

fitDecreasing zeigt, dal3 man (unabhéngig von der Annahme P 1 NP) durchaus einen Appro-
ximationsalgorithmus entwerfen kann, dessen relative Approximationsgite unterhalb der
Uberhaupt fur einen r-approximativen Algorithmus moglichen Untergrenze liegt. Eventuell
gibt es sogar in einem erweiterten Sinne ein polynomiell zeitbeschranktes Approximations-
schema fUr das Binpacking-Minimierungsproblem und andere Optimierungsprobleme. Diese
Uberlegung fiihrt auf folgende Definition:

Essei P ein Optimierungsproblem aus NPO. Ein Algorithmus A heif% asymptotisches Ap-
proximationsschema fur P, wenn es eine Konstante k gibt, so dai gilt:

flr jede Eingabeinstanz x von P und fur jede rationale Zahl r > 1 liefert A bei Eingabe von
(x,r) eine (zulsssige) Lésung, deren relative Approximationsgiite R, (x) die Bedingung
R.(X)Er+ k/m*P (x) erfillt. AuRerdem ist die Laufzeit von A fir jedes feste r polynomiell in
der Grofie size(x) der Eingabeinstanz.

Zur Erinnerung: die relative Approximationsgute wurde definiert durch

R, (X) = m(m#()(()x)) bei einem Maximierungsproblem

bzw.
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m(x,A(x))
m; (x)

Die Bedingung R, (X) £ +k/m;, (x) besagt also

bei einem Maximierungsproblem:

m(x A(x)® ¥ om, (x)- kemit ke=k/(r +k/m; (x))£k/r,

R, (X) = bei einem Minimierungsproblem.

daher m(x,A(x))3 %xnp (x)- k/r
bzw.
bei einem Minimierungsproblem:  m(x, A(x)) £ rxm;, (x) +k.

Die Bezeichnung ,, asymptotisches Approximationsschema’ ist aus der Tatsache zu erkléren,
daRR fur ,, groRe" Eingabeinstanzen x der Wert my, (x) der Zielfunktion einer optimalen Lésung
ebenfalls gro3ist. Daher gilt in diesem Fall IETM R.(X)Er .

Die Klasse aller Optimierungsprobleme, die ein asymptotisches Approximationsschema zu-
lassen, wird mit PTASY bezeichnet.

Satz 6.2-4:
Das Binpacking-Minimierungsproblem liegt in PTAS*, d.h. es kann asymptotisch be-
liebig dicht in polynomieller Zeit approximiert werden (auch wenn Pt NP gilt).

Es gilt sogar: Es gibt ein asymptotisches A pproximationsschema, das polynomiell in der
ProblemgréRe und in %/(r - 1) ist.

DieKlasse PTAS® ordnet sich in die tibrigen Approximationsklassen ein:

Satz 6.2-5:
Ist P NP, so gilt FPTASI PTASI PTAS*1 APXI NPO.
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7 Waeterfihrende Konzepte

Die Analyse des Laufzeitverhaltens enes Algorithmus A im schlechtesten Fall
T, (n) =max{t, (x)|x S und|x £ n} liefert eine Garantie (obere Schranke) fir die Zeit, die
er bei einer Eingabe zur Lésung bendtigts. Fir jede Eingabe x1 S° mit [x=n gilt
t,(X) ET,(n). Dieses Verhalten ist oft jedoch nicht charakteristisch fir das Verhalten bei
»den meisten* Eingaben. Ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P der Eingabewerte bekannt
oder werden alle Eingaben als gleichwahrscheinlich aufgefaldt, so kann man das Laufzeitver-

halten von A untersuchen, wie es sich im Mittel darstellt. Die Zeitkomplexitat von A im
Mittel wird definiert als

T29(n) =Eft, () [} =n]= §a(x)>dP(x).

[x|=n

Die Untersuchung des mittleren Laufzeitverhaltens von Algorithmen ist in den meisten Féllen
sehr viel schwieriger als die worst-case-Analyse. Trotzdem gibt es sehr ermutigende Ergeb-
nisse, insbesondere bei der Ldsung einiger , klassischer* Probleme. Der Einbau von Zufalls-
experimenten in Algorithmen hat auf dem Gebiet der Approximationsalgorithmen fur Opti-
mierungsprobleme aus NPO gute Ergebnissen geliefert. In neuerer Zeit hat der Einsatz von
probabilistischen Modellen zu neuen Erkenntnissen auf dem Weg zur Lésung der P-NP-Frage
gefuhrt.

7.1 Randomisierte Algorithmen

Im ansonsten deterministischen Algorithmus werden al's zuldssige Elementaroperationen Zu-
fallsexperimente zugelassen. Ein derartiges Zufallsexperiment kann beispielsweise mit Hilfe
eines Zufallszahlengenerators ausgefuhrt werden. So wird beispielsweise auf diese Weise ent-
schieden, in welchem Teil einer Programmverzweigung der Algorithmus wahrend seines
Ablaufs fortgesetzt wird. Andere Mdglichkeiten zum Einsatz eines Zufallsexperiments beste-
hen bei Entscheidungen zur Auswahl moglicher Elemente, die im weiteren Ablauf des Algo-
rithmus als néchstes untersucht werden sollen.

Man nennt derartige Algorithmen randomisierte Algorithmen.

Grundsétzlich gibt es zwei Klassen randomisierter Algorithmen: Las-Vegas-Verfahren, die
stets — wie von deterministischen Algorithmen gewohnt — ein korrektes Ergebnis berechnen.

41, (X) = Anzahl der Anweisungen, die von A zur Berechnung von A(X) durchlaufen werden.
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Daneben gibt es Monte-Carlo-Verfahren, die ein korrektes Ergebnis nur mit einer gewissen
Fehlerwahrscheinlichkeit, aber in jedem Fall effizient, bestimmen. Haufig findet man bel ran-
domisierten Algorithmen einen Trade-off zwischen Korrektheit und Effizienz.

Beispiele fur randomisierte Algorithmen vom Las-Vegas-Typ sind:

Einflgen von Primérschliisselwerten in einen bindren Suchbaum: Statt die Schltssel
S, ...,S, indieser Reihenfolge sequentiell in den bindren Suchbaum einzufiigen, wird je-

weils der néchste einzufiigende Schliissel aus den restlichen, d.h. noch nicht eingefligten
Schltisseln zufélig ausgewahlt und in den bindren Suchbaum eingefligt. Das Ergebnis ist
eine mittlere Baumhohe der Ordnung O(I og(n))

Qui cksort zum Sortieren Elementen, auf denen eine lineare Ordnung definiert ist.

Sortieren von Elementen, auf denen eine Ordnungsr elation besteht

Instanz: x = <a1, oy an>
X ist eine Folge von Elementen der Form a, = (key,,info); die Elemente sind be-
ziiglich ihrer key-Komponente vergleichbar, d.h. es gilt fir a, = (key,,info) und

a, :(keyj,infoj) die Beziehung a; £ a; genau dann, wenn key, £ key; ist.

LOsUNg: Eine Umordnung p :[1:n]® [1:n] der Elemente in X, so daf <ap(l),...,ap(n)> nach

aufsteigenden Werten der key-Komponente sortiert ist, d.h. esgilt: a,;, £ a,,,, fOr
i=1..n-1.

Als Randbedingung gilt, dal3 die Sortierung innerhalb der Folge x erfolgen soll, also insbe-
sondere nicht zusétzlicher Speicherplatz der Grélenordnung O(n) erforderlich wird (internes
Sortierverfahren).

Zur algorithmischen Behandlung wird eine Instanz x der Grof3e n in eéinem Feld a gespeichert,
das definiert wird durch

CONST n = ... { Probl engrole }

TYPE idx_bereich = 1..n;

key typ = { Typ der key-Konponente }
info_typ = ... { Typ der info-Konponente }
entry_typ = RECORD

key : key_typ;
info: info_typ
END;
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feld typ = ARRAY [idx_bereich] OF entry_typ;

Die folgende Prozedur i nt er change vertauscht zwei Eintréage miteinander:

PROCEDURE i nterchange (VAR x, y : entry_typ);
{ die Werte von x und y werden miteinander vertauscht }

VAR z : entry_typ;

BEG N { interchange }

zZ 1= X
X 1= y;
y 1= z;

END { interchange };

Der Algorithmus qui cksort beruht auf der Idee der Divide-and-Conquer-Methode und er-

zeugt die umsortierte Eingabe <ap(l) ) ap(n)> :

Besteht x aus keinem oder nur aus einem einzigen Element, dann ist nichts zu tun. Besteht x
aus mehr Elementen, dann wird aus x ein Element e (Pivot-Element) ausgewahlt und das
Problem der Sortierung von x in zwei kleinere Probleme aufgeteilt, namlich der Sortierung
aller Elemente, die kleiner als e sind (das sei das Problem der Sortierung der Folge x(lower)),
und die Sortierung der Elemente die grof3er oder gleich e sind (das sei das Problem der Sortie-
rung der Folge x(upper)); dabei wird a's,,Raum zur Sortierung” die Instanz x verwendet. Zu-
vor wird e an digienige Position innerhalb von x geschoben, an der esin der endguiltigen Sor-
tierung stehen wird. Das Problem der Sortierung der erzeugten kleineren Probleme x(lower)
und x(upper) wird (rekursiv) nach dem gleichen Prinzip gelost. Die Position, an der e inner-
halb von x in der endgultigen Sortierung stehen wird und damit die kleineren Probleme
X(lower) und x(upper) bestimmt, sind dadurch gekennzeichnet, dal3 gilt:

k <efurdlekl x(lower) und k3 efirdlekl x(upper).

Sortieralgorithmus mit qui cksort:

Eingabe: x=(a,,..,a,) ist eine Folge von Elementen der Form a, = (key;,info ); die
Elemente sind bezlglich ihrer key-Komponente vergleichbar, d.h. es gilt fur
a, = (key,,infq) und a, =(key,,info,) die Beziehung a, £a, genau dann,
wenn key, £ key; ist

VAR a : feld_typ; { Eingabefeld }
i @ idx_bereich;
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FORi :=1 TOn DO

BEG N
ali].key key. ;

info

a.[i].info :
END;

Verfahren:  Aufruf der Prozedur qui cksort (a, 1, n);
Ausgabe: amita[i].key £ a[i + 1].keyfuri=1..n-1

PROCEDURE qui cksort (VAR a . feld_typ;
| ower : idx_bereich;
upper : idx_bereich);

VAR t . oentry_typ;
m . idx_bereich;
i dx : idx_bereich;
zufalls_idx : idx_bereich;

BEG N { quicksort }
| F | ower < upper
THEN BEG N { ein Feldel ement zufallig aussuchen und

mt a[lower] austauschen }
zufalls_idx :=|ower
+ Trunc(Random * (upper - lower + 1));

interchange (a[lower], a[zufalls_idx]);

t .= a[lower];
m:= | owner;
FOR idx := lower + 1 TO upper DO
{ es gilt: a[lower+1] , ..., a[n <t und
a[m-l], ... a[idx-1] >=t }
IF a[idx].key < t.key
THEN BEG N
m:= mtl;

{ vertauschen von a[n] und a[idx] }
i nterchange (a[n, a[idx])
END;

{ a[lower] und a[n] vertauschen }
i nterchange (a[lower], a[m);

{ es gilt: a[lower], ..., afml1l] < a[m und
a[m <= a[ml], ..., aJupper] }
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qui cksort (a, lower, m1l);
qui cksort (a, m+l, upper);

END { |F}

END { quicksort };

Der Algorithmus stoppt, da in jedem qui cksor t -Aufruf ein Element an die endgultige Pos-
tion geschoben wird und die Anzahl der Elemente in den qui cksor t -Aufrufen in den beiden
restlichen Teilfogen zusammen um 1 verringert ist. Die Korrektheit des Algorithmus folgt aus
der Invariante der FOR-Schleife.

Satz 7.1-1:
Das beschriebene Verfahren mit der Prozedur qui cksort sortiert eine Folge

x=(a,...,a,) aus n Elementen mit einer (worst-case-) Zeitkomplexitét der Ordnung

O(nz). Diese Schranke wird erreicht, wenn zuféllig in jedem qui cksor t -Aufruf das

Pivot-Element so gewahlt wird, dal3 die Teilfolgen x(lower) kein Element und x(upper)
alle restlichen Elemente enthalten (bzw. umgekehrt). Im Mittel ist das Laufzeitverhalten
jedoch wesentlich besser, namlich von der Ordnung O(n ¥og(n)).

Es lar’t sich zeigen, dal? jedes Sortierverfahren, das auf dem Vergleich von Elementgréfien be-
ruht, eine untere Zeitkomplexitdt mindestens der Ordnung O(n ﬂog(n)) und eine mittlere
Zeitkomplexitét ebenfalls mindestens der Ordnung O(n»og(n)) hat, so daR das Verfahren mit
der Prozedur qui cksort optimales Laufzeitverhaten im Mittel aufweist. Dal3 das Verfahren
mit der Prozedur qui cksort in der Praxis ein Laufzeitverhalten zeigt, das fast alle anderen
Sortierverfahren schlagt, liegt daran, dal3 die ,unglnstigen* Eingaben fir qui cksort mit ge-
gen 0 gehender Wahrscheinlichkeit vorkommen und die Auswahl des Pivot-Elements zufdllig
erfolgt.
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lower

quicksort (a, lower, upper) ‘

zufalls_idx upper

A

t:= afzufalls_idx]

austauschen

lower

upper

— Ee
—

o) M| (nach Bedarf)
©
< iclx | & (FOR-Schleife)
w
o
O
[T

lower upper

t <t >=1 /')/
m idx
lower upper
<t t >=t
m
lower upper
quicksort (a, lower, m-1) quicksort (a, m+1, upper)

1. Schritt

Start der
FOR-Schileife

Invariante der
FOR-Schleife

letzter Schritt

Beispiele flr randomisierte Algorithmen vom Monte-Carlo-Typ sind die heute tblichen Prim-
zahltests, die hier informell beschrieben werden sollen (Details findet man in der angegebenen

Literatur).

Um eine natiirliche Zahl n>2 auf Primzahleigenschaft zu testen, kénnte man alle Primzahlen
von 2 bis &/n{ daraufhin untersuchen, ob es eine von ihnen gibt, die n teilt. Wenn die Zahl n
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namlich zusammengesetzt ist, d.h. keine Primzahl ist, hat sie einen Primteiler p mit p£+/n.

Umgekehrt, falls alle Primzahlen p mit p£+/n keine Teiler von n sind, dann ist n selbst eine

Primzahl. Die Primzahlen kénnte man etwa systematisch erzeugen (siehe Literatur unter dem
Stichwort ,, Sieb des Eratosthenes*) oder man kdnnte sie einer Primzahltabelle (falls vorhan-
den) entnehmen. Allerdings ist dieser Ansatz fur sehr grof3e Werte von n nicht praktikabel
und bendtigt exponentiellen Rechenaufwand (in der Anzahl der Stellen von n): Die Anzahl

der Stellen b(n) ener Zahl n31 im Zahlensysem zur Basis B ist
b(n) = dog, (N){(+1=dog, (n+1)(, d.h. b(n)T O(log(n)). Die Anzahl der Primzahlen un-
w—A Y2
terhalb €/n( betragt fur groRe n nach dem Primzahlsatz der Zahlentheorie p(\/ﬁ)~ I f 2l
nin

b(n)/2 x4
b () 8 Jede in Frage kommende Primzahl mufd daraufhin
a

untersucht werden, ob sie n teilt. Dazu sind mindestens Of(b (n))?) viele Bitoperationen er-
forderlich. Daher ist der Gesamtaufwand mindestens von der Ordnung O(b (n)>2° ™/ 2).

also ein Wert der Ordnung Og

Durch Anwendung zahlentheoretischer Erkenntnisse hat man versucht, effiziente Primzahl-
tests zu entwickeln. Der bisher bekannte schnellste Algorithmus zur Uberpriifung einer Zahl n
auf  Primzahleigenschaft, der APRCL-Test, hat ene Laufzeit der Ordnung

O((I og(n))°('°g('°g"°g‘””))) mit einer Konstanten ¢ >0. Auch dasist keine polynomielle Laufzeit.

Es sind daher andere Ansétze fir effiziente Primzahltests erforderlich. Als erfolgreich haben
sich hierbei probabilistische Algorithmen erwiesen.

Um zu testen, ob eine Zahl n eine Primzahl ist oder nicht, versucht man, einen Zeugen (wit-
ness) fur die Primzahleigenschaft von n zu finden. Ein Zeuge ist dabel eine Zahl a mit
1£a£n-1, der eine bestimmte Eigenschaft zukommt, aus der man vermuten kann, dal3 n
Primzahl ist. Dabel mul3 diese Eigenschaft bei Vorgabe von a einfach zu Gberprifen sein, und
nach Auffinden einiger weniger Zeugen fur die Primzahleigenschaft von n muf3 der Schiufd
gultig sein, dal3 n mit hoher Wahrscheinlichkeit eine Primzahl ist. Die Eigenschaft ,,die Prim-

zahl pmit 2£ p£ &/n( ist kein Teiler von n* ist dabei nicht geeignet, da man im allgemei-
nen zu viele derartige Zeugen zwischen 2 und &/n{, bemiihen miiRte, um sicher auf die Prim-
zahleigenschaft schlief3en zu kdnnen.

Es sai E(a) eine (noch genauer zu definierende) Eigenschaft, die einer Zahl a mit

1£a£n- 1 zukommen kann und fir die gilt:

(i)  E(a) ist algorithmisch mit geringem Aufwand zu Uberprifen

(i) falsn Primzahl ist, dann trifft E(a) fur alleZahlenamit 1£a£n-1zu

(i) falsn keine Primzahl ist, dann trifft E(a) fur weniger as die Hafte aler Zahlen a mit
l1£a£n-1zu.
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Falls E(a) gilt, dann heil% a Zeuge (witness) fur die Primzahleigenschaft von n. Dann &3
sich folgender randomisierte Primzahltest definieren:

Eingabe: nl N, nist ungerade, mi N

Verfahren:  Aufruf der Funktionrandom i s_prinme (n : | NTEGER,
m : | NTEGER): BOCLEAN;

Ausgabe: n wird als Primzahl angesehen, wenn random i s_prinme (n, m) = TRUE
ist, ansonsten wird n nicht as Primzahl angesehen.

FUNCTI ON random.is_prinme (n : | NTECER;
m : | NTEGER): BOOLEAN,

VAR i dx : | NTEGER;
a . | NTECER;
is_prinme : BOOLEAN

BEG N { random.is_prine }
is_prime := TRUE

FORidx :=1 TO m DO
BEG N
wéahle eine Zufallszahl a zwischen 1 und n- 1;

| F ( E(a) trifft nicht zu)

THEN BEG N
is_prinme := FALSE;
Br eak;
END,
END;
random.is_prim:=is_prinmg;

END { random.is_prine };

Der Algorithmus versucht also, m Zeugen fir die Primzahleigenschaft von n zu finden. Wird
dabei zuféllig eine Zahl amit 1£a £ n- 1 erzeugt, fur die E(a) nicht zutrifft, dann wird we-
gen (ii) die korrekte Antwort gegeben. Ist n Primzahl, dann gibt der Algorithmus ebenfalls
wegen (ii) die korrekte Antwort. Wurden m Zeugen fir die Primzahleigenschaft von n festge-
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stellt, kann es trotzdem sein, dal? n keine Primzahl ist, obwohl der Algorithmus angibt, n sei
Primzahl. Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Zahl n, die nicht Primzahl ist, m Zeugen zu fin-

den, ist wegen (iii) kleiner ds (1/2)", d.h. die Wahrscheinlichkeit einer fehlerhaften Ent-
scheidung ist in diesem Fall kleiner as (1/2)". Insgesamt ist die Wahrscheinlichkeit einer

korrekten Antwort des Algorithmus gréRer as 1- (1/2)". Dawegen (i) die Eigenschaft E(a)

leicht zu Uberprufen ist, ist hiermit ein effizientes Verfahren beschrieben, das mit beliebig ho-
her Wahrscheinlichkeit eine korrekte Antwort liefert. Diese ist beispielsweise fiur m=20 gro-
[3er als 0,999999.

Die Frage stellt sich, ob es geeignete Zeugeneigenschaften E(a) gibt. Einen ersten Versuch
legt der Satz von Fermat nahe:

Satz 7.1-2:
I ni N ene Primzahl und al N ene Zahl mit ggT(a,n)=1, dann ist

a2 1(modn).

Definiert man E(a)=, ggT(a,n)=1 und a"*° 1(modn)*“, dann sieht man, dai3 (i) und (ii)
gelten. Leider gilt (iii) fur diese Eigenschaft E(a) nicht. Es gibt namlich unendlich viele
Zahlen n, die Carmichael-Zahlen, die folgende Eigenschaft besitzen: n ist keine Primzahl,
und esist a"* © 1(modn) fir alle amit ggT(a,n) =1. Ist nalso eine Carmichagl-Zahl und a
eineZahl mit 1£a£n-1 und ggT(a,n) =1, danist a"*° 1(modn). In diesem Fall gilt a-
so fur ale Zahlen a mit 1£a£n-1 und ggT(a,n) =1 die Eigenschaft E(a), und das sind
mehr alsdie Hélfte aller Zahlenamit 1£a£n- 1.

Ein zweiter Versuch zur geeigneten Definition einer Zeugeneigenschaften E(a) erweitert den
ersten Versuch und wird durch die folgenden beiden Sétze begriindet:

Satz 7.1-3:
Es sei n eine Primzahl. Dann gilt x*© 1(modn) genau dann, wenn x° 1(modn) oder
X° -1° n-1(modn) ist.

Essei n eine Primzahl mit n>2. Dann ist n ungerade, d.n. n=1+2 x mit ungeradem r und
j>0bzw. n-1=21x .Ist aeine Zahl mit 1£a£n- 1, dannist ggT(a,n) =1 und folglich

a™'° 1(modn). Wegen a"* = Al ke = (azi'l")2 ° 1(modn) folgt mit Satz 7.1-3 (dort wird
x=a? * gesetzt): a? *°1(modn) oder a® *° -1(modn). Ist hierbei j-1>0 und




7.1 Randomisierte Algorithmen 235

a2’ o 1(modn), dann kann man den Vorgang des Wurzelziehens wiederholen: In Satz 7.1-

3wird x=a? " gesetzt usw. Der Vorgang ist spitestens dann beendet, wenn a? * =a’ er-

reicht ist. Es gilt daher der folgende Satz:

Satz 7.1-4:
Essei n eine ungerade Primzahl, n=1+2' > mit ungeradem r und j > 0. Dann gilt fir

jedesamit 1I£a£n- 1:

Die Folge (a',az',a‘”,...,azi'l”,azi”) der Lange j+1, wobei alle Werte modulo n re-
duziert werden, hat eine der Formen

(11,1,...,1,2) oder

(*,*,...%, - 11,..,1,1).
Hierbei steht das Zeichen ,,** flr eine Zahl, die verschieden von 1 oder - 1 ist.

Wenn die in Satz 7.1-4 beschriebene Folge eine der drei Formen

(*,*,..,*,11,...,1,1),
(*,*,...,*,- 1) oder
(%, .0 %, )

aufweist, dann ist n mit Sicherheit keine Primzahl. Andererseits ist es nicht ausgeschlossen,
dai3 fUr eine ungerade zusammengesetzte Zahl n und eine Zahl a mit 1£a£n- 1 die Folge
(a*,az',a‘”,...,azi'l”,azi")modn eine der beiden Formen (1,14,..11) oder
(*,*,...*,- 1,1,...,1,1) hat. In diesem Fall heif} n streng pseudoprim zu Basis a. Es gilt fol-

gender Satz (Bewels siehe Literatur):

Satz 7.1-5:
Essa n eine ungerade zusammengesetzte Zahl. Dann ist n streng pseudoprim fir héch-

tensein Viertel dller Basenamit 1£a£n- 1.

Eine geeignete Zeugeneigenschaften E(a) fur die Funktion
randomis_prinme (n : | NTEGER
m : | NTEGER): BOCLEAN;
ist daher die folgende Bedingung:
E(a)=, ggT(a,n) =1 und
a"'°1(modn) und
die Folge (a' ,a,a",.,a’"", azi")mod n hat eine der Formen

(111,..,12) oder (*,*,...*,- 1,1,...,1,2)“.
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Die Wahrscheinlichkeit einer korrekten Antwort des Algorithmus mit dieser Zeugeneigen-
schaft ist wegen Satz 7.1-5 groRer s 1- (1/4)".

Es ist Ubrigens nicht notwendig, fir eine grofe Anzahl von Zahlen a mit 1£a£n-1 de
Zeugeneigenschaft zu Uberprifen um sicher zu gehen, dal3 n eine Primzahl ist: Nur eine zu-
sammengesetzte Zahl n<25x10%, namlich n = 3.215.031.751, ist streng pseudoprim zu den
vier Basen a = 2, 3, 5 und 7. Fir praktische Belange ist daher das Verfahren ein effizienter
Primzahltest. Untersucht man grof3e Zahlen, die spezielle Formen aufweisen, etwa Mersenne-
Zahlen, auf Primzahleigenschaft bieten sich speziell angepaldte Testverfahren an. Schliefdlich
gibt es eine Reihe von Testverfahren, die andere zahlentheoretische Eigenschaften nutzen.

7.2 Modellerandomisierter Algorithmen

In Zusammenfihrung der obigen Ansétze mit den Modellen aus der Theorie der Berechen-
barkeit (Turingmaschinen, deterministische und nichtdeterministische Algorithmen) wurde
eine Reihe weiterer Berechnungsmodelle entwickelt. Im folgenden werden wieder Entschei-
dungsprobleme betrachtet.

Ausgehend von der Klasse P der deterministisch polynomiell entscheidbaren Probleme er-
weitert man deren Algorithmen nicht um die Moglichkeit der Verwendung nichtdetermini-
stisch erzeugter Zusatzinformationen (Beweise) wie beim Ubergang zu den polynomiellen
Verifizierern, sondern &3 zu, dal3 bei Verzweigungen wahrend des Ablaufs der Algorithmen
(Verzweigungen) ein Zufallsexperiment dartber entscheidet, welche Alternative fir den wel-
teren Ablauf gewahlt wird. Man gelangt so zu der Klasse RP (randomized polynomial time).

Es sl P ein Entscheidungsproblem P mit der Menge L, | S, . L, liegt in RP (bzw. ,P
liegt in RP*), wenn es einen Algorithmus (RP-Akzeptor) A, gibt, der neben der Eingabe
x1 S, eneFolget 1 {0,1} zufaliger Bits liest, wobei jedes Bit unabhéngig von den vor-
her gelesenen Bitsist und P(0) =P(1) =1/2 gilt. Nach polynomiell vielen Schritten (in Ab-
géngigkeit von der GréRe |x| der Eingabe) kommt der Akzeptor auf die j a-Entscheidung

bzw. auf die nei n-Entscheidung. Eingaben fiir A sind also die Worter xT S, und eine

Folget T {0,1} zufélliger Bits.



7.2 Modellerandomisierter Algorithmen 237

t > ALP(X,t) ——p | a

Entscheidung nach
X =n O(p(n)) vielen Schritten

Fir jedes x1 L, ist P(A_ (xt)=j a)® 1/2,
fur jedes xi L, ist P(A,_(xt)=nein)=1

Man 18 also zur Akzeptanz von x1 L, einen einseitigen Fehler zu. Jedoch muR bei xT L,
der Algorithmus A, bei mindestens der Hélfte aller moglichen Zufalsfolgen t auf diej a-
Entscheidung kommen. Fir die Ubrigen darf er auch auf die nei n-Entscheidung fuhren. Fir
xI L, muR er aber immer die nei n-Entscheidung treffen. Der einseitige Fehler kann durch
Einsatz geeigneter Replikations-Techniken beliebig klein gehalten werden.

Da dem Akzeptor nur polynomielle Zeit zur Verfigung steht, kann er auch nur polynomiell
viele Bits der Zufallsfolge t lesen, so dal3 man annehmen kann, dal3 t aus polynomiell vie-
len Bits besteht.

Ein Beispid fur eine Sprache aus RP ist die Menge L, ={ n| nl Nundnist keine Primzahl}
aus Kapitel 5.5. Dort wird L,1 NP gezeigt. Einen RP-Akzeptor A, fir L, erhdt man aus
der Funktion r andom i s_pri maus Kapitel 7.1. A liest zwei Eingaben, namlich eine Zahl

ni N und eine Folge t T {0,1} zufaliger Bits der Lange k =size(n). Diese Zufallsfolge
wird als Bindrkodierung einer Zufalszahl amit 1£a £ n- 1 interpretiert (die Félle a=0 und
a=n sollen zur vereinfachten Darstellung hier ausgeschlossen sein). Dazu wird angenom-
men, dal? es eine Funktion make_| NTEGER(t , sSize(n)) gibt, diedie Zufallsfolge t in eine
natirliche Zahl a mit 1£ a £ n- 1 umwandelt. Dann wird die Bedingung E(a) (siehe Kapitel
7.1) Uberpruft und eine Entscheidung getroffen:
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FUNCTION A (n : |INTEGER
| S ):

VAR a : | NTEGER;

BEGN{ A_ }
a := make_| NTEGER(t , size(n));
| F ( E(a) trifft nicht zu)

THEN A :=ja

nein;

ELSE A, :
END { A, };

Ist nT L,, d.h. nist keine Primzahl, dann trifft nach Definition E(a) fur weniger as die
Hélfte aler Zahlen amit 1£a £ n- 1 zu. Daher trifft E(a) fur mehr als die Hélfte aller Zah-
lenamit 1£a£n- 1 nicht zu, und esgilt P(A, (nt)=j a)>Y/2.

Ist nl L,, d.h. nist eine Primzahl, dann trifft nach Definition E(a) fur ale Zahlen a mit
1£a£n-1 zu Daher antwortet A, mit A, := nein.

Satz 7.2-1:
Esgilt PI RP und RPi NP.

Ob diese Inklusionen echt sind, ist nicht bekannt, vieles spricht jedoch dafir.

Beweis:

Essel L,1 P, L, I S, .Dann gibt es einen deterministischen polynomiell zeitbeschréankten
Entscheidungsalgorithmus fur L, . Dieser ist kann als RP-Akzeptor betrachtet werden, der
ohne Zufallsfolge auskommt. Daher gilt L, T RP.

Essei L, 1 RP, L, I S,.Dann gibt es einen RP-Akzeptor A fur L. Zu zeigen ist, dafd
es auch einen Verifizierer, wie er fur die Klasse NP erforderlich ist, fur L, gibt (,NP-
Verifizierer*). Der RP-Akzeptor A~ kann als Verifizierer angesehen werden. Bei Eingabe
von x1 S, bekommt dieser als Beweis B, eine Zufallsfolge t . Ist x1 L, , dann gibt es eine
Zufdlsfolge t mit A_(xt)=ja (da xI L, und in diesem Fal P(A_(xt)=ja)? 12
gelten, fihren mindestens die Halfte aller Zufallsfolgen auf die j a-Entscheidung). Ist x1 L, ,
dann fuhren wegen P(A_ (xt)=nei n)=1 ale Zufallsfolgen auf die nei n-Entscheidung.
7
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Die Zusammenfuhrung der Konzepte des Zufalls und des Nichtdeterminismus bei polyno-
miell zeitbeschranktem Laufzeitverhalten fuhrt auf die Klasse PCP (probabilistically check-
able proofs). Hierbei werden Verifizierer, wie sie bei der Definition der Klasse NP eingefiihrt
wurden, um die Moglichkeit erweitert, Zufall sexperimente auszuf Uhren:

Essden r:N® N und g:N® N Funktionen. Ein Verifizierer (nichtdeterministischer Al-
gorithmus) V, heif (r(n),q(n))-beschrankter Verifizierer fiir das Entscheidungspro-
blem P Uber einem Alphabet S, , wenn er Zugriff auf eine Eingabe x1 S, mit [X=n, einen

Beweis Bi S, und eine Zufalsfolge t 1 { 0,1}  hat und sich dabei folgendermaien verhat:

1. V, liest zunichst die Eingabe x1 S, (mit ¥ =n) und O(r(n)) viele Bits aus der Zu-

fallsfolget T {0,1}
2. Aus diesen Informationen berechnet V, O(g(n)) viele Positionen der Zeichen von

*

Bl S,, die tiberhaupt gelesen (erfragt) werden sollen.
3. In Abhéngigkeit von den gelesenen Zeichen in B (und der Eingabe x) kommt V., auf die
j a- bzw- nei n-Entscheidung.

Die Entscheidung, die V, bei Eingabevon x1 S, , BI S, undt 1 {0,1} liefert, wird mit
V, (x,B,t ) bezeichnet.

Esse P ein Entscheidungsproblem P mit der Menge L, | S,,. L, T PCP(r(n),q(n)) (,P
liegt in der Klasse PCP(r(n),q(n))“), wenn es einen (r(n),q(n))-beschrankten Verifizierer
V, gibt, der L, infolgender Weise akzeptiert:

Fur jedes x1 L, gibt eseinen Beweis B, mit P(V, (x,B .t )=j a)=1,

1 Py

fir jedes xi L, und alle Beweise B gilt P(V, (x,B,t )=nei n)3 1/2.

t
— » V. (xBt) '8
B p % B L » nein
— >
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Fir Eingaben x1 L, gibt es also einen Beweis, der immer akzeptiert wird. Der Versuch, eine
Eingabe x| L, zu akzeptieren, scheitert mindestens mit einer Wahrscheinlichkeit 3 1/2.

Im folgenden bezeichnet poly(n) die Klasse der Polynome. Dann gilt beispielsweise

P= L¥JTI ME(n* )= TIME(poly(n)) und NP = L¥J NTIME(n*) = NTIME(poly(n)).

Satz 7.2-2:
PCP(r(n),q(n)) I NTIME(q(n)»°¢™)

Beweis;

Essei L,1 PCP(r(n),q(n)). Dann gibt es einen (r(n),q(n))-beschrankten Verifizierer V,
fir L, . Aus diesem kann man auf folgende Weise einen Verifizierer V, (im Sinne der Defi-
nition einer nichtdeterministischen Turingmaschine) fur L, konstruieren:

Esse xS, mit [{=n und B, ein Beweis. Fur jede der 2°'™) vielen Zufallsfolgen der
Lange O(r(n)) simuliert V, in jeweils polynomiell vielen Schritten die Berechnung des Ve-
rifizierers V, und akzeptiert x genau dann, wenn V, die Eingabe x fur jede Zufallsfolge &k-

zeptiert. \7P ist daher eine nichtdeterministische Turingmaschine, die x genau dann akzep-
tiert, wenn x1 L, gilt. //

Setzt man im speziellen fir r(n) und gq(n) Polynome ein, so gilt sogar:

Satz 7.2-3:
PCP(poly(n),poly(n)) = NTIME(27¥™ )

Weiter gelten folgende Aussagen:

Satz 7.2-4:
PCP(0,0)=P,

PCP(0,poly(n)) = NP,

PCP(log(n),poly(n)) = NP
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Aus PCP(r(n),q(n)) i NTIME(q(n)=°"™) folgt unmittelbar:

Satz 7.2-5:
PCP(log(n)1)i NP

Die Umkehrung dieser Aussage wird als das wichtigste Resultat der Theoretischen Informatik
der letzten 10 Jahre angesehen (Arora, Lund, Motwani, Sudan, Szegedy, 1992). Es hat zu
zahlreichen Konsegquenzen fur die Nicht-Approximierbarkeit von Optimierungsaufgaben aus
NPO gefihrt.

Satz 7.2-6:
PCP(log(n)1) = NP

, Wie man Beweise verifiziert, ohne sie zu lesen”

Das Ergebnis besagt, dal? es zu jeder Menge L, fir ein Entscheidungsproblem P aus NP ei-
nen Verifizierer gibt, der bei jeder Eingabe nur konstant viele Stellen des Beweises liest, die
er unter Zuhilfenahme von O(log(n)) vielen zufalligen Bits auswahlt, um mit hoher Wahr-
scheinlichkeit richtig zu entscheiden.

Ein Beispid fir die Anwendung von Satz 7.2-6 ist der Bewels des folgenden Satzes. In ihm
wird gezeigt, dal3 das 3-SAT-Maximierungsproblem nicht in PTAS liegt (siehe Kapitel 6.2),
d.h. kein polynomiell zeitbeschranktes Approximationsschema besitzt, auRer P =NP.

3-SAT-Maximierungsproblem

Instanz: 1. 1 =(K,V)
K={F,F,,...F.} ist éine Menge von Klauseln, die aus Booleschen Varia-
blen aus der Menge V ={ x,,...,x.} gebildet werden und jeweils die Form
F =(y, Uy, Oy, ) fur i =1..,m besitzen. Dabei steht y, fiir eine Boole-
sche Variable (d.h. yi, = X, ) oder fur eine negierte Boolesche Variable (d.h.
Y, =9x)
size(l) = Anzahl der Zeichenin |
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2. SOL(I)= Belegung der Variablen in V mit Wahrheitswerten TRUE oder FAL-
SE, d.h. SOL(1) ist €ine Abbildung f :V ® { TRUE,FALSE}
3. Fur f1.SOL(1) ist m(l,f)= Anzahl der Klauseln in K, die durch f erfiillt

werden
4. goal = max

Es 183 sich ein 2-approximativer Algorithmus fur das 3-SAT-Maximierungsproblem angeben
(siehe Literatur), d.h. diese Problem liegt in APX.

Satz 7.2-7:
Das 3-SAT-Maximierungsproblem liegt nicht in PTAS, d.h. es besitzt kein polynomiell
zeitbeschranktes Approximationsschema, aul3er P = NP.

Beweis;

Essal Lsat = {F | F ist ein erflllbarer Boolescher Ausdruck }.
Ler | Spooe = {F | Fist €in Boolescher Ausdruck}, Lg,, ist NP-vollstandig.

Es wird eine Abbildung f definiert, die jedem F1 S, . einelngtanz f(F)=(K,V) fir das
3-SAT-Maximierungsproblem zuordnet, wobel f (F) in polynomieller Zeit aus F berechnet
werden kann, und die folgende Eigenschaft besitzt:

Ist FI Lg;, dannsind ale Klauselnin K erflllbar.

Ist Fi Lg,, dann gibt es eine Konstante e >0, so dal3 mindestens ein Anteil der GréRe
edler Klauselnin K nicht erfiillbar ist. Das bedeutet mit c(F) =|K| fur f(F)=(K,V):

. i=c(F) fur FT L
m(f(F)=1, T
TEC(F){1-e) firFi Ly,
zeitbeschrankten r-approximativen Algorithmus fir das 3-SAT-Maximierungsproblem mit
r<l/(1- e) gibt, auBer P=NP. Daher besitzt das 3-SAT-Maximierungsproblem kein poly-

nomiell zeitbeschranktes A pproximationsschema.

. Mit Satz 6.1-8 folgt, dal3 es keinen polynomiell

Da L,; NP-vollstandig ist, gibt es fiir Ly, nach Satz 7.2-6 einen (log(n),1)-beschrénkten
Verifizierer Vg, . In Vg,; werden eine Formel F mit size(F) =n, ein Beweis B und eine Zu-
falsfolget eingegeben. Man kann annehmen, dal? das Alphabet, mit dem Beweise formuliert
werden, das Alphabet S, ={ 0,1} ist, d.h. jeder Beweis B ist eine 0-1-Folge. Man kann wei-
terhin annehmen, dal? V¢, genau gq>2 Zeichen von B erfragt (auch wenn nicht alle Zeichen
des Beweises zur Verifikation benétigt werden). Da hochstens c:log(n) Bits (mit einer Kon-
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stanten ¢) aust und dann g Positionen in B gelesen werden, brauchen nur Beweise betrachtet
zu werden, die nicht langer s qx2**" = gqx° sind.

Eswird eine Menge V von Booleschen Variablen definiert: Fir jede Position eines Beweises
wird eine Boolesche Variable in V aufgenommen, d.h. V ={x,, x,, X;, ..., X} mit k=gx°.

V enthélt polynomiell viele Variablen und ist in polynomieller Zeit aus F konstruierbar. Zwi-
schen den Belegungen der Variablenmenge V und den Werten eines Beweises B besteht eine
bijektive Abbildung g: Der Wert der j-ten Variablen x; ist genau dann x; = TRUE, wenn B an

der j-ten Position den Wert b, =1hat. Mit g(xj) werde der Wert an der j-ten Position in B be-

]

-1
zeichnet; entsprechend sei g b») der Wert der j-ten Variablen in V. Die Abbildung g werde
auf Literate @, durch g(@x,)

J)=9lx, ) enweitert.

Fur die Zufallsfolge t seien die q Positionen, die in einem Bewels erfragt werden, die Pos-
tionen t,, ..., t,. Mit einigen der mdglichen Wert-Kombinationen an diesen Positionen

kommt Vg, bei Auswertung zur j a-Entscheidung, mit anderen kommt Vg, zur nei n-
Entscheidung. Mit A wird die Menge derjenigen O-1-Kombinationen bezeichnet, fur die
Vgr zur nein-Entscheidung kommt. Offensichtlich ist |A|£|S,|" =29. Fir jedes

ix furb =0

(by, ... b, )1 A wird eine Formel (y, U...Uytq) gebildet mit y, =%QX“ firb =1

Es sei eine Belegung der Variablen in V gegeben. Dann gilt:

(*) Unter dieser Belegung hat die Formel (y, U...0y, ), die aus (b,...,b, )l A gebildet
wurde, genau dann den Wert TRUE, wenn (g(y;, ). al. ))* (by,.... b, ) ist.

q

Demn (y,, U...0y, ) hat genau dann den Wert TRUE, wenn mindestens eines der Literale den
Wert TRUE besitzt, etwa y, =TRUE.ImFall y, =X bedeutet dieses (nach Definition von
Y, ) by =0und gly, J=1,imFal y, =@x ist x =FALSE,dh. gly, J=0,und b, =1.

Alle so entstehenden Formeln (fur alle Zufallsfolgen t ) bilden die Formelmenge K(. Diese
enthalt hochstens 27°%™ »2% = 29n° viele Formel. Alle Formeln der Menge K ¢ lassen sich so
in Klauseln umformen, dal3 jede neue Klausel genau 3 Literale enthdlt. Gilt g =3, haben ale

Formeln (ytl U...Uytq) bereits die gewiinschte Form. Fir >3 werden fiir jede Formel

G:(ytlU...Uytq) g-3 neue Variablen Z,,..., 7z, €ingefthrt und G  durch
(¥, Uy, Uz,), (@26,0y, Oz,), o (@260 0y, Uzes). (825,50Y: , Uy, ) e
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setzt. G ist genau dann erfillbar, wenn alle so entstandenen Formeln erflllbar sind. Die Va
riablenmenge V wird um die neu hinzugenommen Variablen erweitert; entsprechend wird
unter einer Belegung g(zG,j):l genau dann gesetzt, wenn z; ; = TRUE ist.

Diese eventuell erweiterte Klauselmenge bildet die Menge K. Es ist [K|£(q- 2)¥K ¢, und
auch V behélt eine polynomielle Grole.

Die Berechnung von f (F) =(K,V) erfolgt in polynomieller Zeit.

Ist F1 Lg,,, dann gibt es einen Beweis B, so dai? der Verifizierer Vg, fir jede Zufalsfol-
gent die Entscheidung Vo, (F,B. t )=j a trifft, denn P(Vy (F,B. .t )=j a)=1. Ist fir -
ne Zufallsfolgen t die definierte Menge A =/, so wurde keine Formel in K¢ bzw. K auf-
genommen. Ist A * Aundsindt, ..., t, die Postionenin B, die von Vg, aufgrund der

Zufdlsfolge t  erfragt werden, etwa mit den Werten a,,..,a,, dann wird

0
_JTRUE fira =1
“1FALSE fira =0
(v, 0.0y, )l K¢ Dann ist (ay,...3,)* (b,,.... ), denn (a,....a,) fihrt auf eine j a-

srey Ay ey Ay

X, gesetzt. Es sai (b,...,b,)] A mit der dazu gebildeten Formel

Entscheidung, und alle (bl, ...,bq)T A fuhren auf eine nei n-Entscheidung. An mindestens &-
ner Postion, etwa an der Position j ist a; * b;. Ist b, =0, dann it a; =1. Das Litera
Y, =%, wurde auf TRUE gesefzt. Ist b; =1, dann ist a; =0. Das Literal y, =@x  wurde
auf TRUE gesetzt. In beiden Fallen ist (y;, U... Uy, | erfiillt. Das zeigt, da alle Klauseln in
K ¢ und damit alle Klauseln in K erfillbar sind und damit m’(f (F)) =|K|=c(F) gilt.

Ist F1 Lg,,, dann gilt fir jeden Beweis B, dai? der Verifizierer V,, fir mindestens die
Halfte aller 29" =n° Zufallsfolgen die Entscheidung V. (F,B,t )=nei n trifft, denn fir
jeden Beweis B ist in diesem Fall P(V,, (F,Bt )=nei n)3 1/2. Es sei eine Belegung von V
gegeben, der mittels g zugehorige Beweis s&i B. t sdi eine der 29" /2 Zufallsfolgen, die
auf die nei n-Entscheidung fiihren. Die Positionen in B, die von V,; aufgrund der Zufalls-
folget erfragt werden, seient , ..., t,, die Werte an diesen Positionen in B seien a,,...,a,.
Dann ist nach Definition (a,,....a,)1 A . Dieaus (a,,...,a,) gebildete Formel (ytl U...Uytq)
hat wegen (*) den Wert FALSE. Fur q>3 wurde durch obige Konstruktion die Formel
(v, U...Uytq) durch q- 3 Formeln ersetzt. Es &Rt sich zeigen, dal3 im vorliegenden Fall

mindestens eine dieser Formeln den Wert FALSE tragt, unabhangig davon, wie die dort ent-
haltenen neuen Variablen z; ; belegt sind. Zu jeder der 27" /2 Zufallsfolgen, die auf die
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nei n-Entscheidung fuhren, gibt es also mindestens eine Formel in K, die nicht erflllt ist. Da-
her betragt der Anteil nichterfullbarer Klauseln mindestens

2°*°9(“)/(2>¢K|)3 20*09(n)/(2><q_ 2)>Qq+c*og(n))=1/((q_ 2)>Qq+1).
Mit e =1/((q- 2)=*"*) folgt die Behauptung. ///
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8 Ubungsaufgaben

Im folgenden werden Ubungsaufgaben zu den einzelnen Kapiteln bereitsgestellt. Einige der
Ubungsaufgaben werden in der Veranstaltung behandelt. Aufgaben, die eventuell einiges
Nachdenken und Nachschlagen in der Fachliteratur erfordern, sind mit dem Zeichen & ge-
kennzeichnet.

Aufgabe1.1.1: Essei S={a,b,c}. BestimmenSie S’ und S'.

Aufgabe 1.1.2: Esse a ein Buchstabe eines endlichen Alphabets. Bestimmen Sie {a2 }+

und{a7}*>{a3}.

Aufgabe1.1.3: Es sden A und B Mengen. Zeigen Sie: (A') = A", (AEB) =(A ")
und £ ={e}.

Aufgabe 1.1.4:  Koénnen L bzw. L* jemals die leere Menge sein? Unter welchen Umstén-
densind L bzw. L* endliche Mengen?

Aufgabe 1.1.5: Es seien A und B Mengen. Beweisen oder widerlegen Sie durch ein ent-
sprechendes Gegenbeispiel die Behauptungen

(AEB) =A EB’, (AXBE A) xA= A{BxAE A)

Aufgabe 1.1.6: @ Fir ein endliches Alphabet S={a,,...,a,} kann man die Worter aus S’

in lexikographischer Reihenfolge durchnumerieren (siehe Kapitel 1.1). Welche Nummer
enthalt in dieser Numerierung das Wort a; ...a,  der Lange k? Uberlegen Sie sich die L6-

sung der Aufgabe zunéchst firr eine zweielementige Menge S={0,1}.

Aufgabe 1.1.7. © Zeigen Sie, dal3 die Menge der rationalen Zahlen gleichméchtig mit der
Menge der nattrlichen Zahlen ist. Zur Erinnerung: Man kann die rationalen Zahlen durch

Q={%|rT Z undtl N>0}:{(r,t)|rT Z undti N} definieren.
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Aufgabe1.1.8: Zeigen Sie: Die Mé&chtigkeit einer unendlich abz&hlbaren Menge andert
sich nicht, wenn man endlich viele Elemente entfernt.

Aufgabe 1.1.9: © Zeigen Sie: Die Vereinigung abzéhlbar vieler abzahlbarer Mengen ist
wieder abzahlbar.

Aufgabe 1.1.10: Esseien f :N® R und g:N® R zwe Funktionen. Zeigen Sie:
O(f (m))>0(g(m) T O(f (n)>g(n)),
O(f (m)>g(m)T |f(n)]>0(g(n)) und
o(f (m)+0(g(m)i o f (n)[+|g(n)).

Aufgabe2.1.1: Geben Sie eine Turingmaschine mit 2 Bandern und dem Eingabeal phabet
| ={ 0,1} durch ihre Uberfiihrungsfunktion an, die zunéchst das (neue) Zeichen # auf das
2. Band schreibt und dann das Eingabewort vom 1. Band auf das 2. Band kopiert.

Aufgabe2.1.2:  Geben Sie eine Turingmaschine mit dem Eingabealphabet | ={ 0,1} durch
ihre Uberfiihrungsfunktion an, die das Eingabewort auf dem 1. Band dupliziert, d.h. steht
das Wort w=a, ...a, im Startzustand auf dem Eingabeband, so steht dort abschlief}end

dasWort w=a, ...a,a, ...a,.

Aufgabe2.1.3: = Geben Sie eine Turingmaschine TM mit L(TM) :{a”b”cn [ni N} an.
Welche Speicherplatzkomplexitét hat 1hre Turingmaschine?

Aufgabe2.1.4: Beschreiben Sie die Arbeitsweise einer Turingmaschine, die die Funktion
iN"N ® N . .
; : berechnet. Die Eingabe dieser Turingmaschine auf dem 1. Band
i(hm ® n+m

habe die Form bin(n)#bin(m), wobei # ein von 0 und 1 verschiedenes Zeichen ist. Am

Ende der Berechnung soll auf dem Ausgabeband bin(n +m)# stehen.

Aufgabe 2.2.1: Zeigen Sie, dald das in der Vorlesung behandelte RAM-Programm P zur
Akzeptanz von
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L(P) ={w|wi {1,2}" und die Anzahl der T'enist gleich der Anzehl der 2en | folgende
Zeit- und Platzkomplexitét hat:

uniformes Kostenkriterium | logarithmisches K ostenkriterium
Zeitkompl exitét O(n) O(n:log(n))
Patzkompl exitét o® O(log(n))

Aufgabe2.2.2: = Die folgende Pascal-Prozedur berechnet bei Eingabe einer Zahl n>0
den Wert c=2% - 1.

PROCEDURE zwei er _potenz ( n . | NTEGER
VAR ¢ : | NTEGER)

VAR idx : | NTEGER

BEG N {zwei er - potenz }

idx 1= n; { Anweisung 1 }
o t= 2 { Anweisung 2 }
VWH LE idx > 0 DO { Anweisung 3 }
BEG N
c 1= Cc*c; { Anweisung 4 }
idx :=idx - 1; { Anweisung 5 }
END;
c:=c¢ - 1, { Anweisung 6 }

END { zweier-potenz };

Man konnte sich die Prozedur as in ein RAM-Programm umgesetzt denken. Dieses hétte
dann nicht 6, sondern c:>6 viele Anweisungen mit einer Konstanten ¢ >0. Andtatt die
Kosten des entsprechenden RAM-Programms zu ermitteln, kann man dieses auch gleich
fur die Pascal-Prozedur machen, wenn man ohnehin nur an der Grof3enordnung der Kom-
plexitét interessiert ist. Beim uniformen Kostenkriterium zadhlt man dabel die Anzahl aus-
geflhrter Pascal-Anweisungen; beim logarithmischen Kostenkriterium berlicksichtigt
man die Stellenzahl der in den beteiligten Variablen gespeicherten Werte. Enthdt die Va-
riable i dx beispielsweise den Wert m, so verursacht die einmalige Ausfiuhrung der An-
weisung i dx: =i dx- 1 Kosten der Ordnung O(log(m)). Enthalt die Variable ¢ den Wert

k, so verursacht die einmalige Ausfihrung der Anweisung c: =c*c Kosten der Ordnung
O(log(k)).

(8 Bestimmen Sie die Kosten der Ausfuihrung der Prozedur bei Eingabe von n nach dem
uniformen Kostenkriterium. Was félt lhnen auf?
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(b) Bestimmen Sie die Kosten der Ausfuihrung der Prozedur bei Eingabe von n nach dem
logarithmischen Kostenkriterium.

(c) Falsdie Laufzeit eines Verfahrens nicht nur von der Anzahl der Eingabeparameter,
sondern auch von deren numerischen Werten abhangt, dann nimmt man as Mef3gro-
[3e fur die Laufzeitkomplexitét die Anzahl der Binérstellen, die bendtigt werden, um
die Eingabeparameter darzustellen (oder einen Wert, der proportional hierzu ist).
Man wendet dann das uniforme Kostenkriterium an. Im vorliegenden Fall kann man
als GroRe der Eingabe den Wert k = dog, (n+1). Welche Laufzeitkomplexitét hat
die Pascal-Prozedur unter diesen Voraussetzungen? Wie verbindet sich das Ergebnis
mit den Resultaten aus (a) und (b)?

Aufgabe 2.2.3: o Entwerfen Sie ein RAM-Programm mit einer Zeitkomplexitét der Ord-
nung O(log(n)) unter dem uniformen K ostenkriterium zur Berechnung von n".

Aufgabe2.6.1: In der Vorlesung wird eine 3-NDTM zur L6sung des Partitionenproblems
mit ganzzahligen Eingabewerten angegeben. Das Partitionenproblem ist folgendes Ent-
scheidungsproblem:

Instanz: | ={a,,...,a }
| ist eine Menge von n natiirlichen Zahlen.

L8sung:  Entscheidung ,ja", falls eseine Teilmenge J i {1,...n} mit 3 a =g a gibt
imJ it
(d.h. wenn sich die Eingabeinstanz in zwei Teile zerlegen 18}, deren jewellige
Summen gleich grof3 sind).
Entscheidung ,,nein” sonst.

Fir eine Instanz | ={a,,...,a,} sd B=§ a . Fals B ungerade ist, lautet die Entschei-

i=1
dung fir | ,nein®, also kann B im folgenden a's gerade angenommen werden. Es wird ein
Boolescher Ausdruck T[i, j] definiert durch

T[i, j] = TRUE genau dann, wenn es eine Teilmenge von { a,,...,a} gibt, deren Elemente
sich auf genau j aufsummieren.

() Welche Wahrheitswerte haben T[10], T[L,a,] und T[1, ] fir j2 0 und j* a,?

(b) Welcher Zusammenhang besteht zwischen der ja/nein-Entscheidung fir eine Instanz
| ={a,,...,a.} und dem Wert T[n,B/2]?

(c) Zeigen Sie: T[i, j]=TRUE genau dann, wenn entweder T[i - 1, j| = TRUE oder wenn
af£jundT[i-1j-a]=TRUE ist.
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(d) Essei | ={1, 9,5, 3,8}. Berechnen Sie T[i, j] fir i =1,...,n und j =0,...,B/2.

(e) Entwickeln Sie einen deterministischen Algorithmus, der bel Eingabe einer Instanz
| ={a,,...,a,} fir das Partitionenproblem eine ja/nein-Entscheidung trifft und dabei
eine Anzahl von Anweisungen der Grofenordnung O(n:B) ausfiihrt. Warum han-

delt es sich hierbei nicht um einen Algorithmus, dessen Laufzeit polynomiell in der
Grof3e der Eingabe ist?

Aufgabe2.6.2: Zeigen Sie, dal3 die folgenden Funktionen S :N® N platzkonstruierbar
sind, indem Sie deterministische Turingmaschinen angeben, die bei Eingabe eines Wortes
der Lénge n ein spezielles Symbol in die S (n) -te Zelle eines ihrer Bander schreibt, ohne

jeweilsmehr als S (n) viele Zellen auf allen Béndern zu verwenden.
@ S(n=n’

(b) S,(n)=n°-n*+1

(©) Sy(n)=2"

(d) S,(n)=n!

Aufgabe2.6.3: =© Zeigen Se
Wird L von einer k-NDTM TM =(Q,S,1,d,b,0y, Gce) Mit Zeitkomplexitat T(n) ak-
zeptiert, dann wird L von einer 1-NDTM TMC mit Zeitkomplexitdt der Ordnung

O(Tz(n)) akzeptiert. Wie 181 sich das Ergebnis auf deterministische Turingmaschinen
Ubertragen?

Aufgabe3.1.2: Zeigen Sie, dal3 die folgenden Mengen entscheidbar sind. Dabel werden
natUrliche Zahlen in die entsprechenden Turimgmaschinen in Bindrkodierung eingegeben.

(@ {n2|nT N}

(b {2"|nT N}

(© {n|nT N,n3 2und 2n = p+qmit Primzahlen p und q}; ist die Menge
{nInT N,n3 2und 2n = p- qmit Primzahlen p und g} entscheidbar?

Aufgabe3.1.3: Zeigen Sie:
(a) Die Menge

L =LUTM) = .u# ut {0.3",wi {01, 1JI| {014 is
; ERIFIZIERE _TM (w) = TRUEundul L(K, )}

rekursiv aufzahlbar.
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(b) DieMenge { 0,1} \ L, ist nicht entscheidbar; hierbei ist L, diein der Vorlesung de-
finierte Menge L, ={W|W=Wi und w; | L(KWI )}
(c) DieMenge L, aus Aufgabe (&) ist nicht entscheidbar.

Aufgabe3.1.4: © Zeigen Se:
Die Menge
L. :{w‘wi {0,1/',VERIFIZIERE _TM (w) = TRUEund L(K,, )ist nicht entscheidbar}
ist nicht rekursv aufzéhlbar. Gehen Sie dabei vor wie im Beweis zu
L, ={w]|L(K,, )ist entscheidbar }. Zu gegebenen ui { 0,1} und wi {0,2} mit
VERIFIZIERE_TM(w) = TRUE entwerfen Sie eine Turingmaschine TM ,, mit
i{o0,4'#{0,1} fdisul L(K,)

1
L{TM,,, )= '
( u,w) % L falsui L(K,)

uni

Aufgabe3.1.5: Essei S ein endliches Alphabet und L1 S rekursiv aufzahlbar. Zeigen
Sie, da3dann L £ L, gilt. Wie kann man diese Aussage interpretieren?

Aufgabe3.1.6: Essa S einendliches Alphabet und L1 S  entscheidbar. Fiir die Menge
MI S gedte M &£ und Mt S . Zeigen Sie, daRdann L £ M gilt. Wie kann man die-
se Aussage interpretieren?

Aufgabe 3.1.7. Formalisieren Sie die folgenden umgangssprachlichen Feststellungen und
beweisen Sie die entsprechenden Aussagen:
(a) Esist nicht entscheidbar, ob ein beliebiges Programm (in einer realen Programmier-
sprache) fur eine Eingaben in eine unendliche Schleife lauft.
(b) Esist nicht entscheidbar, ob ein beliebiges Programm (in einer realen Programmier-
sprache) tiberhaupt eine Ausgabe erzeugt.

Aufgabe 4.1.1:  Geben Sie eine Grammatik zur Erzeugung der Sprache (0*1* ) an.

Aufgabe43.1:  Zeigen Sie, daf die Sprache L ={07 |i @ 0} kontextsensitiv is.
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Aufgabe4.4.1:  Zeigen Sie, daR die Sprache L ={07 |i 2 0 nicht kontextfre is.

Aufgabe 4.4.2: Esseien a, b und ¢ paarweise verschiedene Symbole. Welche der folgen-
den Sprachen sind kontextfrei? Begrtinden Sie Ihre Antwort.

(a){a b*c' |kT N, il N}

(b){ab’c [iT N,jT N,k N, |>joderj>k}
©f{ab’ab’ il N, ji N}

(d)}vwv|w| }

(e WW|W|

Aufgabe4.4.3: Beschreiben Sie, wie ein nichtdeterministischer Kellerautomat mit zwei
Kellern das Verhaten einer Turingmaschine simulieren kann.

Aufgabe 4.5.1: © Beweisen Sie Satz 4.5-1.

Aufgabe 4.5.2. o Zeigen Sie: Wird die Sprache L von einem nichtdeterministischen endli-
chen Automaten erkannt, dann gibt es einen deterministischen Automaten, der L erkennt.

Aufgabe 4.5.3: Esseien a und b verschiedene Buchstaben. Zeigen Sie, dal die folgenden
Sprachen regulér sind:

(a {W|WT {a,b},die Anzahl vona'sist gerade, die Anzahl vonb'sist ungerade}
(b) {W|WT {a,b},wenthdlt héchstens ein Paar aufeinanderfolgende a's oder b's}
(© {wlwi {a b}, wenthalt nicht die Zeichenketteaba |

Aufgabe 4.5.4: Esseien a und b verschiedene Buchstaben. Zeigen Sie, dal3 die folgenden
Sprachen nicht regulér sind:

@ {a""[ni N}
(b) {a"[n N, nist eine Quadratzahl }
(© {a"In1 N, nist eine Primzahl }.



7.2 Modelerandomisierter Algorithmen 253

Aufgabe455: & Essa L eine kontextfreie Sprache und R eine regulére Sprache. Zeigen

Se

(@ LCR ist kontextfrei.

(b) Es seien a und b verschiedene Buchstaben. Mit Hilfe des uvwyx-Theorems fur kon-
textfreie Sprachen 143t sich zeigen, daB die Sprache L, :{a”bma”bm [nT N, mil N}
nicht kontextfrei ist. Warum ist auch L, ={ww|wi {a,b}"} nicht kontextfrei?

(c) Es ssen ¢, .., C, neue paarweise verschiedene Buchstaben. Warum ist

L, ={ xwmx, wi {a,b},x 1 {c,.....c,} firi =1,2,3} nicht kontextfrei?
(d) Essal L, die Menge aller korrekten Pascal-Programme (dassel be kann man mit Java-

, C++-, Cobolprogrammen usw. machen). Es wird eine Tellmenge L, korrekter
Pascal -Programme definiert durch

L, ={ PROGRAM A VAR w: INTEGER; BEGIN w:=1; END. |wi {a,b}" .
Zusétzlich wird die reguldre Menge R definiert durch

R:{PROGRAM AVARw, :INTEGER; BEGINw, :=1;END.|w 1 {a,b}",i =L2}
Zeigen Siemit Hilfevon L, und R, daf3 L, nicht kontextfrei ist.

Aufgabe4.6.1: Begrinden Sie die Gultigkeit der in Kapitel 4.6 aufgefihrten Eigenschaften
der verschiedenen Sprachklassen.

Aufgabe5.3.1: Zeigen Sie
(a) DieKlasse NP ist abgeschlossen beziiglich Schnitt und Vereinigung.
(b) Ist L NP-vollstandig und ist L,T NP mit L £_ L,, dannist auch L, NP-vollstandig.

(c) Mit LT NP giltauch L'T NP.

Aufgabe5.3.2. © Zeigen Sie, dald die Sprache

L ={ (u, w, 0' )|die nichtdeterministische Turingmaschine K, akzeptiert uin héchstens t Schritten}
NP-vollstandig ist.

Aufgabe5.3.3:  Zeigen Sie: P = NP impliziert, daR3 L ={ 0,1} NP-vollstandig ist.
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Aufgabe54.1: = Zeigen Sie (indem Sie beispielsweise die einschlagige Fachliteratur
konsultieren) die Gultigkeit der nicht in der Vorlesung behandelten Reduktionen:
SAT £P 3-CSAT £° RUCKSACK £ PARTITION £° BIN PACKING und

3-CSAT £° KLIQUE und
3-CSAT £° GERICHTETER HAMILTONKREIS
£° UNGERICHTETER HAMILTONKREIS £° HANDUNGSREISENDER.
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