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-> case- Anwei sung

i f-Anwei sung -> | F Ausdruck THEN Ausdruck [ELSE Ausdruck]

case- Anwei sung -> CASE Ausdruck OF case-Selektor/';'... [ELSE Ausdruck] [';'] END
case- Sel ektor -> case-Label/',"... '":' Anweisung
case-Label -> Konstanter Ausdruck ['..' Konstanter Ausdruck]

Schl ei f enanwei sung -> repeat - Anwei sung

-> whi | e- Anwei sung
-> for-Anwei sung

repeat - Anwei sung -> REPEAT Anwei sung UNTI L Ausdruck

whi | e- Anwei sung -> WHI LE Ausdruck DO Anwei sung

for-Anwei sung -> FOR Qualifizierter Bezeichner ':=" Ausdruck (TO | DOMNTO
Ausdruck DO Anwei sung

Wi t h- Anwei sung -> W TH Bezei chnerli ste DO Anwei sung

Pr ozedur dekl arati onsabschnitt -> Prozedurdekl aration

-> Funkti onsdekl aration

Kl assentyp -> CLASS [ Kl assenver er bung]

[ Kl assenfel derli st e]

[ Kl assennet hodenl i st €]

[ Kl assenei genschaftenli st €]
END

Kl assenvererbung -> ' (' Bezeichnerliste ')’
Kl assensi chtbarkeit -> [PUBLIC | PROTECTED | PRI VATE | PUBLI SHED]
Kl assenfel derliste -> (Kl assensichtbarkeit Cbjektfelderliste)/';"'...
Kl assennet hodenl i ste -> (Kl assensi chtbarkeit Methodenliste)/';"...
Kl assenei genschaftenliste -> (Kl assensichtbarkeit Eigenschaftenliste ";')...
Ei genschaftenliste -> PROPERTY Bezei chner [Eigenschaftsschnittstelle]
Ei genschaf t sbezei chner

Ei genschaftsschnittstelle -> [Ei genschaftsparaneterliste] ':' Bezeichner
Ei genschaftsparaneterliste -> '[' (Bezeichnerliste ':' Typbezeichner)/';"... ']'
Ei genschaf t sbezei chner -> [I NDEX Konst ant er Ausdr uck]

[ READ | dent]

[WRI TE Bezei chner]

[ STORED Bezei chner | Konstante)]

[ (DEFAULT Konstanter Ausdruck) | NODEFAULT]
[ 1 MPLEMENTS Typbezei chner]

Schnittstellentyp -> | NTERFACE [ Schnittstel |l envererbung]

[ Kl assenmet hodenl i st e]
[ Kl assenei genschaftenli ste]
END

Schnittstel |l envererbung -> ' (' Bezeichnerliste ')’
requi res- Kl ausel -> REQUI RES Bezei chnerliste... ';'
cont ai ns- Kl ausel -> CONTAI NS Bezei chnerliste... ';'
Bezei chnerliste -> Bezeichner/',"'...
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Qual ifizierter Bezeichner -> [Unit-Bezeichner '.'] Bezeichner
Typbezei chner -> [Unit-Bezeichner '.'] <Typbezeichner>

I dent -> <Bezei chner>

Const Expr -> <Konstanter Ausdruck>

Unitld -> <Unit-Bezei chner>

Label Id -> <Label - Bezei chner >

Nunmber -> <Nummer >
String -> <String>

Die Erzeugungsregeln einer kontextfreien Grammatik erfullen (auf den ersten Blick) auch die
Bedingung, die man an eine kontextsensitive Grammitik stellt. In einer kontextfreien Gram-
matik konnen jedoch auch Produktionen der Form A® e vorkommen, wobei A S oder zu-
sétzlich A auf der rechten Seite einer Produktion vorkommt. In diesem Fall kann man in &-
nem endlichen Verfahren die Regeln und nichtterminalen Symbole der Grammatik so aban-
dern, dal? keine Produktionen der Form A® e mehr vorkommen aufer wenn eventuell A das
Startsymbol ist (A steht dann auf keiner rechten Seite einer Produktion). Die Anderung kann
so erfolgen, dal3 weiterhin dieselbe Sprache erzeugt wird. Es gilt daher:

Satz 4.4-1:
Zu jeder kontextfreien Grammatik G gibt es eine kontextsensitive Grammatik G¢(, die
dieselbe Sprache erzeugt:
Die Klasse der kontextfreien Sprachen (Typ-1-Sprachen) tiber einem endlichen Alpha-
bet S ist eine echte Teilmenge der kontextsensitiven Sprachen Uber S.

Die Tatsache, dal3 die Klasse der kontextfreien Sprachen Uber einem endlichen Alphabet S
echt in der Klasse der kontextsensitiven Sprachen Uber S enthalten ist, wird weiter unten be-
wiesen.

Der folgende Satz, der auch hier ohne Beweis aufgefuhrt wird, besagt, dal3 man jede kontext-
freie Grammatik in eine Grammatik in Normalform tberfihren kann, deren Regeln eine ein-
fache Struktur aufweisen.

Satz 4.4-2:
Jede kontextfreie Grammatik kann so umgeformt werden, dal? alle Regeln die Form
S® e oder
A® BC mit Al N, BI N, CI N oder
A® a mit Al N, al S
haben (Chomsky-Normalform) und dabei dieselbe Sprache erzeugt wird.

Der folgende Satz (uvwxy-Theorem, pumping lemma) liefert ein Beweismittel, mit dessen
Hilfe man zeigen kann, dal? eine Sprache nicht kontextfrel ist.
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Satz 4.4-3:
Zu jeder kontextfreien Sprache L gibt eseine Zahl n, >0 mit der Eigenschaft:

jedes zI L mit |73 n, &3 sich zerlegenin z=uwwxy mit
(i) |ww £n,

(i) (>0

(i) uv*wx*yT L fir jedes k1 N.

Beweis;

Essei G=(S,N, S, R) eine kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform mit L = L(G)

_ o|NJ+1
und ny, =27,

Fur ein Wort zI L, etwa z=a,..a, mit a,1 S, .., a,1 S und |2=n3 n,, hat eine Ablei-
tung aus Sdie Form Sb BCPb ...p a, ...a,. Diese Ableitung kann a's Ableitungsbaum ge-

schrieben werden, in dem jeder Knoten durch ein in der Ableitung vorkommendes Symbol
markiert ist: Die Wurzel des Ableitungsbaums ist mit S markiert. Wird in der Ableitung eine
Regel der Form A® BC mit BT N und CT N angewendet, so gibt es im Ableitungsbaum
einen dieser Regelanwendung entsprechenden mit A markierten Knoten, dessen direkte Nach-
folger mit B bzw. C markiert sind. Wird eine Regel der Form A® a mit al S angewendet,
so gibt esim Ableitungsbaum einen dieser Regelanwendung entsprechenden mit A markierten
Knoten, dessen direkter Nachfolger mit a markiert ist. Da G Chomsky-Normalform hat, ist
dieser Ableitungsbaum ein Bindrbaum, in dem jeder innere Knoten genau zwei Nachfolger
hat und der Anwendung einer Regel der Form A® BC entspricht. Die Blétter des Baums
snd mit a,, ..., a, markiert. Ein mit a, markiertes Blatt mit seinem mit A markierten Vor-

ganger entspricht der Anwendung der Regel A ® a.. Nur an den Bléttern werden Regeln
dieser Form angewendet.

E’—P\

I I
a, a,

Firr die Anzahl n der Blétter dieses Ableitungsbaums gilt n=|23 n, =2"*. Dann hat der
Baum nach Satz 1.1-9 Teil 4. eine Mindesthohe von dog, (n) + 13 éogz(Z‘N‘+1)+1£:|N|+2.
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Es gibt also einen Pfad von der Wurzel zu einem Blatt, das mit einem terminalen Zeichen a,
markiert ist, auf dem mindestens |N|+1 viele innere Knoten liegen, die mit nichtterminalen

Symbol markiert sind. Da die Grammatik nur |N| viele nichtterminale Symbole enthalt,

kommt auf diesem Pfad ein AT N mindestens zweimal vor. Es werde hier die Situation be-
trachtet, bei der dieses zum ersten Mal geschieht:

Sb " wAwW, P * ww,Aw,w, P " uvwxy mit w,P " u, w,P v, AP w, w,P " x und
w, P y.

Da G kontextfrel ist, hdngen diese Ableitungen nicht zusammen, man kann sie unabhangig
voneinander in einer beliebigen Reihenfolge ausfihren. Daher sind in G auch folgende Ab-
leitungen moglich:

Sb " uAy P " uw,Aw,y P " uvAXy P " uvwxy .

Der erste Schritt in der Teilableitung uAy b * uw,Aw,y erfolgt durch Anwendung einer Re-
gel der Form A® BC, daher ergibt sich

UAyP uBCyP " uw,Aw,y und BC P ~ w,Aw, P ~ VAX. Waren beide Teilworte v und x leer,

so konnte man in G eine Ableitung BC b~ A durchfilhren. Dieses ist nicht mdglich, da G in
Chomsky-Normalform vorliegt. Daher gilt Eigenschaft (ii).

Die Teilableitung AP “ wx hat hochstens [N| viele Ableitungsschritte, da in G wegen der
Chomsky-Normalform keine Ableitungen der Form AP * B moglich sind. Daher gilt
wwx| £ 2N <n, (Eigenschaft (7).

Diein G mogliche Ableitung AP * vVAX kann man beliebig oft in die Ableitung Sb * uvwxy
einbauen und mit der Ableitung AP~ w kombinieren:

SP " uAyb " uvAxy b T uwAxxy b T uv*Ax y b " uvkwx¥y fir k3 1; auRerdem ist die
Ableitung SP " uAy b " uwy moglich. Insgesamt ist dieses die Eigenschaft (iii). //

Mit Hilfe dieses Satzes |&% sich zeigen, daf3 die Sprache L, :{ a’b"c"[nT N,n3 1} (aus Ka-
pitel 4.1) nicht kontextfrei (aber kontextsensitiv ist). ESsei n=n,. Fir das Wort z=a"b"c"
ist |4=3n, 3 n,. Dann l&Rt sich zzerlegenin z=uwwxy mit den obigen Eigenschaften (i), (ii)
und (iii). Der Tell wix enthélt hochstens n, viele Zeichen und kann daher nicht gleichzeitig
aus a's, b’'s und c’'s bestehen. Eigenschaft (iii) besagt, da auch uv’wx°yl L, ist, d.h.
uw 1 L,. Eswerden drei Falle unterschieden:

1. Fall: vwx enthélt kein Zeichen c. Dannist uwx =a"b™, y=b""c". Da|vx| >0 igt, enthalt

vx k3 1 Zeichen aoder b. Das Wort uwy enthdlt n+m- k+n- m=2n- k<2n Zei-
chen a oder b und n Zeichen c. Daher ist uwy 1 L,.
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2. Fall: wwx enthalt mindestens ein Zeichen c. Wegen |wx| £ n, enthélt es kein Zeichen a. Es
ist u=a"b™, wxx =b™"c', y=c"' mit |3 1. Da v >0 ist, enthalt vx k3 1 Zei-
chen b oder c. Das Wort uwy enthdlt n Zeichena, m+n- m+I- k=n+1- k Zeichen
bodercund n- | Zeichenc. Daher ist uwyl L,.

In beiden Falen ergibt sich ein Widerspruch. Daher ist Sprache L, ={a"b"c" [nT N,n? 1}

nicht kontextfrei.

Ein weiteres Beispiel ist die kontextsensitive Sprache L ={a? [i @ 1}.

Es gilt daher die in Satz 4.4-1 formulierte Aussage, dal3 die Klasse der kontextfreien Sprachen
Uber einem endlichen Alphabet S eine echte Teilmenge der Klasse der kontextsensitiven
Sprachen Uber S ist.

Exemplarisch fir viele interessante Entscheidungsprobleme im Zusammenhang mit kontext-
freien Grammatiken und kontextfreien Sprachen sollen wieder das Wortproblem und das
Leerheitsproblem, jetzt bezogen auf kontextfreie Sprachen, betrachtet werden.

Wieder wird (analog zu den Typ-0- und Typ-1-Grammatiken) ein Prédikat
VERIFIZIERE_G_TYP_2(w)
_1TRUE fdlswdie Kodierung einer Typ-2- Grammatik darstellt
“1FALSE fdls wnicht die Kodierung einer Typ - 2- Grammatik darstellt
definiert. Dieses Pradikat ist berechenbar. Dazu ist unter anderem zu priifen, ob die Erzeu-
gungsregelnin KG,, den Bedingungen einer kontextfreien Grammatik gentigen.

Das Wortproblem fir Typ-2-Grammatiken fragt danach, ob die Menge
L\Nort_Typ-Z

={u#w‘ ul s, wi {0,1}',VERIFIZIERE _G_TYP_2(w) =TRUEund ui L(KGW)}
entscheidbar ist. In vereinfachter Darstellung wird also danach gefragt, ob es einen auf alen
Eingaben stoppenden Algorithmus gibt, der bel Eingabe (der Kodierung) einer kontextfreien
Grammatik G Uber dem Alphabet S und eines Worts ul S* entscheidet, ob ul L(G) gilt

oder nicht. Da dieses Entscheidungsproblem fir kontextsensitive Sprachen entscheidbar ist,
ist es auch im kontextfreien Fall entscheidbar. Das Entscheidungsverfahren aus Kapitel 4.3 ist
im Falle einer kontextfreien Grammatik jedoch zu aufwendig (exponentielles Laufzeitverhal-
ten). In der Theorie des Compilerbaus, die sich intensiv mit der Frage beschéftigt, ob ein Wort
zur Sprache einer gegebenen Grammatik gehort, wird gezeigt, dal3 die Frage sogar mit einem

Zeitaufwand der Ordnung O([u|3) bei gegebener Grammatik G entschieden werden kann. Auf
Details soll hier verzichtet werden.
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Das L eer heitsproblem, das fir Typ-0- und Typ-1-Grammatiken nicht entscheidbar ist, fragt

fur Typ-2-Grammatiken, ob die Menge

Lieer 1yp.2 :{w‘ wi {0,1 ,VERIFIZIERE_G_TYP_2(w) = TRUEund L(KG,,) :/E}
entscheidbar ist, bzw. in vereinfachter Darstellung, ob es einen auf allen Eingaben stoppenden
Algorithmus gibt, der bei Eingabe (der Kodierung) einer Grammatik G entscheidet, ob

L(G) = A& gilt oder nicht.

Der folgende (Pseudocode-) Algorithmus entscheidet bei Eingabe einer kontextfreien Gram-
matik die G=(S, N, S,R) die Frage, L(G)* £7" . Aus diesem Algorithmus |83t sich leicht
ein Entscheidungsalgorithmus fur das Leerheitsproblem fir Typ-2-Grammtiken gewinnen.

Eingabe: Eine kontextfreie Grammatik G=(S,N, S,R)
Verfahren:  Aufruf der Funktioni st _ni chtl eer (G)

Ausgabe: TRUE, falls L(G) * A, FALSE sonst.

FUNCTI ON i st _nichtleer (G): BOOLEAN;
{ G=(S,N,S,R) }

VAR V
W :

BEG N { ist_nichtleer }
V.= /A
W

{A‘ Al N und A® wist eine Erzeugungsregel mit wi S*};

WH LE NOT (V = W DO

BEA N
V=W
W: = {A‘ Al N und A® wist eine Erzeugungsregel mit wi (VE S)*}E V;
END;
|F ST WTHEN ist_nichtleer := TRUE
ELSE ist_nichtleer := FALSE

END { ist_nichtleer };



4.4 Typ-2-Sprachen 127

Es |&adt sich zeigen, dal? die WHI LE-Schleife hochstens n-mal durchlaufen wird, wenn G n Er-
zeugungsregeln enthélt. Daher bricht das Verfahren ab. Die Korrektheit des Verfahrens ergibt
sich aus der Behauptung

Ein nichtterminales Symbol Al N wird im i-ten Durchlauf der WHI LE-Schleife genau

dann in Waufgenommen, wenn esein ul S™ gibt mit AP " u.

Zusammenfassend ergibt sich

Satz 4.4-4:
Das Wortproblem und das L eerheitsproblem fiir Typ-2-Grammatiken sind entscheidbar:

Es gibt einen auf allen Eingaben stoppenden Algorithmus, der bei Eingabe einer Typ-2-
Grammatik G=(S, N, S, R) und einesWortes ul S" entscheidet, ob ul L(G) ist.

Es gibt einen auf allen Eingaben stoppenden Algorithmus, der bei Eingabe einer Typ-2-
Grammatik G =(S, N, S, R) entscheidet, ob L(G) = £ gilt.

Auch zu den kontextfreien Sprachen gibt es ein Berechnungsmodell, das genau diese Spra-
chen erkennt und al's eine Einschrankung einer Turingmaschine gesehen werden.

Ein nichtdeter ministischer Kellerautomat (NKA) ist eine 2-NDTM, die ihre beiden Bander
in einer speziellen Weise nutzt. Vor der Angabe einer formalen Definition eines nichtdetermi-
nistischen Kellerautomaten wird das Modell informell beschrieben. Das 1. Band (Eingabe-
band) eines nichtdeterministischen Kellerautomaten NKA kann nur gelesen werden, wobei der
Lesekopf nach dem Lesen eines Zeichens um eine Zelle nach rechts ruckt. Das 1. Band ent-
halt bei Start von NKA ein Wort Uber einem Eingabeal phabet, der Lesekopf steht tGiber dem er-
sten Zeichen des Eingabeworts. NKA kann auch tdtig werden, wenn das Eingabeband eine
leere Zeichenkette enthalt; dann findet ein , spontaner (Konfigurations-) Ubergang” statt. Er
kann auch Zustandsanderungen durchfiihren, ohne ein Symbol des Eingabebands zu lesen;
man nennt diese Konfigurationsiibergange e -Uberfilhrungen. Das 2. Band heilt Keller; auf
dem Keller bewegt sich ein Schreib/Lesekopf. Der Keller enth&lt zu Beginn der Berechnungs-
folge von NKA ein spezielles Symbol #, und der Schreib/Lesekopf steht Uber diesem Symbol.
Bel jeder Konfigurationsdnderung wird das Symbol unter dem Schreib/Lesekopf durch ein
endlich langes Wort ersetzt, das mit Hilfe eines Kelleralphabets gebildet wird, und der
Schreib/Lesekopf riickt Uber das letzte Zeichen der nun im Keller befindlichen Zeichenkette.
Es kann auch das leere Wort in den Keller geschrieben werden; dann wird der Inhalt des Kel-
lers verkirzt. Auf diese Weise kann immer nur auf das zuletzt in den Keller gebrachte Zei-
chen zugegriffen werden. Der Schreib/Lesekopf im Keller riickt nicht Giber das Ende des Kel-
lers auf Zeichen, die weiter links stehen (last-in-first-out-Prinzip).
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Zustandsmenge

Eine formale Definition eines nichtdeterministischen Kellerautomaten wandelt die Definition
einer nichtdeterministischen Turingmaschine ab. Die Definition einer Konfiguration und des
Konfigurationsiibergangs wird der besonderen Arbeitsweise eines Kellerautomaten angepalit.
In der Literatur finden sich héufig Varianten der hier gegebenen Definitionen, die aber auf
dieselbe Sprachklasse fuhren.

Ein nichtdeter ministischer Kellerautomat NKA ist definiert durch
NKA=(Q,S,Gd,q,,#,F) mit:
1. Qist eine endliche nichtleere Menge: die Zustandsmenge
S ist eine endliche nichtleere Menge: das Eingabeal phabet
C ist eine endliche nichtleere Menge: das K elleralphabet

d:Q" (SEfe})” G® P.[Q" G) ist eine partielle Funktion, die Uberfiihrungsfunktion;

2.
3.

hierbei bezeichnet Pe(Q' G*) die Menge aler endlichen Teilmengenvon Q° G

5.

6.
7.

q,1 Q ist der Anfangszustand (oder Startzustand)

# C ist das Startsymbol im Keller

Fi Q istdie Mengeder Endzusténde.

In jedem Schritt eines nichtdeterministischen Kellerautomaten ist klar, wo sich der Kopf des
jeweiligen Bandes befindet: Wenn das Eingabewort w die Form w=w,w, hat und der Keller-

automat bereits die Zeichen in w, gelesen hat, dann steht der Lesekopf des 1. Bandes Uber
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dem ersten Zeichen von w,, und auf die Zeichen von w, kann der Kopf nicht mehr zugreifen.
Anstelle daher in einer Konfiguration fur das 1. Band den gesamten Bandinhalt und die Posi-
tion des Kopfes in der Form (w1w2,|w1|+1) festzuhalten, wird der Inhat des 1. Bandes nur
durch die Zeichenkette w, beschrieben; implizit wird angenommen, daf3 der Kopf Uber dem
ersten Zeichen von w, steht. Entsprechend braucht man in einer Konfiguration fur das 2.
Band nicht den gesamten Bandinhalt und die Position des Kopfes in der Form (a, |a|) festzu-

halten, sondern es genuigt die Zeichenkette a zusammen mit der impliziten Annahme, dal3 der
Kopf Uber dem zuletzt in den Keller geschriebenen Zeichen steht. Daher wird eine Konfigu-
ration fiir einen nichtdeter ministischen K ellerautomaten in der Form (g, w,a ) mit gl Q,

wl S und al G notiert. Die Konfiguration driickt aus, dai? sich der Kellerautomat gegen-
wartig im Zustand q befindet, daf3 das Eingabeband eine Zeichenkette w,w enthalt, von der
bisher die Zeichenin w=a, ...a, noch nicht gelesen wurden, daf3 der L esekopf des 1. Bandes
Uber dem ersten Zeichen a, steht, dal3 sich im Keller die Zeichenkette a = A ... A, befindet,
und da der Schreib/Lesekopf des 2. Bandes tber A, steht. Falls d(g,a,, A,) definiert ist
(das ist eine endliche Teilmenge von Q” G') und ein Element (q¢ B, ...B,) enthalt, dann

kann der Kellerautomat in eine Nachfolgekonfiguration Ubergehen, die den Zustand q¢ ent-
halt, den Lesekopf auf dem 1. Band um eine Position nach rechts verriickt, im Keller das Zei-
chen A, durch B, ...B, ersetzt und den Schreiblesekopf im Keller auf B, positioniert hat.
Formal wird fiir Konfigurationen die Ubergangsrelation b definiert durch

i(q¢a,..a, A..A,.B..B) fdls(q¢B,...B)T d(a,a,A,)
(@3 ..a. A AP %(qtl;aiaz...an,Al...Aﬂ_lBl...Bk) fdls (q¢B,...B)1 d(g.e, A)

Entsprechend bedeutet fiir Konfigurationen K und K¢ die Beziehung K b~ K¢
Es gibt Konfigurationen K,, K, ..., K, mit I3 0 und K=K,, K(=K, und K, p K
i=0,..1-1.

for

i+l

Eine Anfangskonfiguration fur einen nichtdeterministischen Kellerautomaten NKA hat
die Form (g,, w, #), eine Endkonfiguration hat die Form (g,e,e) mit qi F.

Ein Wort wi S wird von NKA akzeptiert, wenn (g,,w,#)b " (q,e,e) mit qi F gilt. Die
von NKA akzeptierte Spracheist L(NKA) :{ w|wl S*, und wwird von NKAakzeptiert}.
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Beispid:
Ein nichtdeter ministischer Kellerautomat zum Erkennen der Sprache

L={w|w=a,..aa_..a,al{ab}}

Die Sprache L={ w|w=a,..a a_..a ,a 1 {a,b}} 1ak sich beispielsweise durch die kontext-
freie Grammatik G = ({ a,b},{ S}, S,{ S® aSa, S® bSh, S® aa, S® bb}) erzeugen.

Der nichtdeterministische Kellerautomaten NKA wird gegeben durch
NKA=({ q,,0,,0,}.{ a.b}.{ A B.#.,d,q,.#.{ g,}) mit der durch folgende Tabelle festgelegten
Uberfiihrungsfunktion d :

momentaner Symbol unter dem neuer Zu- | neues Wort
Zustand Kopf auf stand im Keller
Band 1 Keller
o a X mit o XA
X1 {AB,#
a X mit o, XA
X1 {AB,#
b X mit T XB
X1 {AB,#
b X mit q, XB
X1 {AB,#
a4 a A q e
b B o, e
e # a, e

Der Nichtdeterminismus wird in diesem Beispiel eingesetzt, um die Mitte eines Eingabewor-
tes,, zu raten”.

Auch im Modell des Kellerautomaten kann man Nichtdeterminismus und Determinismus un-
terscheiden:

Ein deterministischer Kellerautomat DKA ist wie en nichtdeterministischer Kellerautomat
definiert mit dem Unterschied, daR die Uberfuihrungsfunktion die Form

d:Q (SEfe}) e Q' G
aufweist.
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Beispid:
Ein deterministischer Kellerautomat zum Erkennen der Sprache

L:{a”bn Ini N}

Die Sprache L={a"b" [n N} &%t sich beispielsweise durch die kontextfreie Grammatik
G={ab}{s,s{s® a, S® e}) erzeugen.

Der deterministische Kellerautomaten DKA wird gegeben durch
DKA=({ q,,9,,9,}.{ a,b}.{ a.b,#}.d,q,.#.{ g,}) mit der durch folgende Tabelle festgelegten
Uberfiihrungsfunktion d :

momentaner Symbol unter dem neuer Zu- | neues Wort
Zustand Kopf auf stand im Keller
Band 1 Keller
% a # e #a
e # (o} e
G a a O, aa
b a a, e
9, b A 9, e
e # (o} e
Satz 4.4-5:

Die Klasse der von nichtdeterministischen Kellerautomaten akzeptierten Sprachen Uber
einem endlichen Alphabet S ist mit der Klasse der kontextfreien Sprachen (Typ-2-
Sprachen) Gber S identisch.

Beweis:

Esist zu zeigen, dal3 es zu jeder von einem nichtdeterministischen Kellerautomaten NKA ak-
zeptierten Sprache L = L(NKA) eine kontextfreie Grammatik G, gibt mit L =L(G,,,). Die

umgekehrte Richtung, nadmlich der Nachweis, dal? es zu jeder von einer kontextfreien Gram-
matik G erzeugten Sprache L(=L(G) einen nichtdeterministischen Kellerautomaten NKA,
mit L(NKA, )= L¢ gibt, ist von gréRerer praktischer Relevanz, da hierdurch implizit gezeigt
wird, wie man zu einer vorgegebenen Grammatik einen Algorithmus (hier in Form eines
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Kellerautomaten) entwerfen kann, der die Worter der von der Grammatik erzeugten Sprache
erkennt. Diese Bewelisrichtung soll daher skizziert werden.

Esss G=(S,N,S,R) eine kontextfreie Grammatik. Ein nichtdeterministischer Kellerauto-

mat NKA, =(Q,S,Gd,q,,#,F) mit L(NKA,)=L(G) wird gegeben durch

die Zustandsmenge Q ={ z} , das Kelleralphabet G=N E S, den Anfangszustand ¢, = z, das

Startsymbol im Keller #=S, die Menge der Endzustande F ={ 2z} und die Uberfiihrungs-

funktion d , die folgendermalien definiert ist:

()  Fir jede Erzeugungsregel A® a aus R wird (za®) in d(ze, A) aufgenommen;
hierbei ist a® die Konkatination der Buchstaben von a in umgekehrter Reihenfolge
(Spiegelung von a )

(i)  Firjedes al S wird (ze) in d(z a,a) aufgenommen.

Wegen (i) kann immer dann, wenn das im Keller gelesene Symbol ein nichtterminales Zei-

chen ist, dieses durch die rechte Seite einer Regel (in gespiegelter Rethenfolge) ersetzt wer-

den. Ein Terminalzeichen, das gerade im Keller gelesen wird, wird entfernt, wenn es mit dem
néchsten Eingabesymbol tibereinstimmt. Man kann L(NKA,)=L(G) zeigen. ///

Beispid:
Ein nichtdeterministischer Kellerautomat fir eine kontextfreie Grammatik

Gegeben sei die Grammatik G=(S,N, S,R) mit S={a,b,c}, N={S, A} und der Produkti-
onsmenge R={S® A A® aAb, A® c}. Die in der Konstruktion beschriebene Uberfiih-
rungsfunktion wird durch folgende Tabelle gegeben:

momentaner Symbol unter dem neuer Zu- | neues Wort
Zustand Kopf auf stand im Keller
Band 1 Keller
z e S z A
e A z bAa

e A Z C

A a Z e

B b z e

C c z e

Das Wort aacbbl L(G) wird durch folgenden Konfigurationsiibergange akzeptiert:
(z, aacbb, S)b ( z aachb, A)b ( z aachb,bAa)b ( z acbb,bA)p ( z achb, bbAa)
b (z chb,bbA)b ( z chb,bbc)b (zbb,bb)b (zb,b)
b (ze,e)
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Jede von einem deterministischen Kellerautomaten akzeptierte Sprache wird auch von einem
nichtdeterministischen Kellerautomaten akzeptiert. Umgekehrt gibt es Sprachen, etwa
L={w|w=a,.a a_..a ,al {ahb}}, die nicht von einem deterministischen Kellerautoma-
ten akzeptiert werden kdnnen. Insbesondere weisen die Klassen der deterministisch kontext-
frelen und die Klasse der nichtdeterministisch kontextfreien Sprachen unterschiedliche Ab-
schlufReigenschaften auf (siehe Zusammenstellung in Kapitel 4.6).

Satz 4.4-5:
Die Klasse der deterministisch kontextfreien Sprachen tiber einem endlichen Alphabet
S ist eine echte Teilmenge der Klasse der nichtdeterministisch kontextfreien Sprachen
S.

Die Klasse der deterministisch kontextfreien Sprachen spielt eine besondere Rolle im Com-
pilerbau. Eine derartige Sprache erlaubt die Syntaxanalyse eines Wortes (in der Anwendung
ist dieses ein Programm in einer Programmiersprache), indem nur wenige Zeichen des Wortes
wahrend des Analysevorgangs im Vorgriff gelesen werden, um festzustellen, welche Produk-
tion in einer Ableitung als n&chstes anzuwenden ist bzw. dal3 das Wort nicht zu der von der
Grammatik erzeugten Sprache gehort. Fur deterministisch kontextfreie Sprachen ist das
Wortproblem fir ein Wort u mit eéinem Algorithmus entscheidbar, der eine Zeitkomplexitét
der Ordnung O(|u)) aufweist. Die meisten Programmiersprachen sind weitgehend determini-
stisch kontextfrei, so dald in der Praxis die Syntaxanalyse bel Programmiersprachen sehr effi-
zient ablauft.

45 Typ-3-Sprachen

Esse G=(S,N, S, R) eine Grammatik, in der die Erzeugungsregeln
Ri {A® w|Al Nundwi (NE S)} folgende zusétzliche Bedingung erfiillen:
Alle Regeln haben die Form A® aB mit Al N, BT N, al S oder A® e.

Die von einer derartigen Grammatik erzeugte Sprache heil% Typ-3-Sprache oder rechtdli-
near e Sprache oder regulére Sprache. Die zugehdrige Grammatik heifdt Typ-3-Grammatik
oder rechtslineare Grammatik.

Beispielsweise ist die Sprache L, ={a'b’ |iT N, jT N} aus Kapitel 4.1 regular (rechtslinear,
Typ-3-Sprache), da sie durch die Grammatik
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G(=({ab}{s B},S{S® e, S® aS,S® bB,B® bB, B® e}) erzeugt wird.

Der Name , rechtslineare Sprache® erklért sich durch die Form der Erzeugungsregeln A® aB
der zugehotrigen Grammatik: Betrachtet man die Nichtterminalsymbole as , Variablen® (im
Sinne eines Gleichungssystems) und die Terminalsymbole als ,, Konstanten®, so liegt in der
Form A® aB eine lineare Beziehung zwischen den Variablen vor, in der die Variablen
rechts der Konstanten stehen.

Der Name ,regulére Sprache” weist auf eine alternative Moglichkeit hin, um eine Typ-3-
Sprache zu definieren: eine derartige Sprache 183t sich durch einen ,reguldren Ausdruck” re-
présentieren. Der Vollstdndigkeit soll hier die Definition eines reguléren Ausdrucks und der
durch ihn représentierten Sprache angefihrt werden, wenn auch im folgenden auf dieses Kon-
zept nicht weiter eingegangen wird.

Ein regulérer Ausdruck Uber S und die durch ihn représentierte Sprache wird rekursiv
definiert durch:
0] /A ist ein reguldrer Ausdruck, der die regulére Sprache A& reprasentiert
(i) e isteinregulérer Ausdruck, der die regulare Sprache {e} reprasentiert
(i) aaus S ist einregularer Ausdruck, der die regulére Sprache { a} reprasentiert
(iv)  Sind p bzw. g reguldre Ausdriicke, die die reguléren Sprachen P bzw. Q reprasentie-
ren, dann ist
(p+q) ein regulérer Ausdruck, der die regulére Sprache PE Q représentiert,
(pg) ein regulérer Ausdruck, der die regulére Sprache P>Q représentiert,

(p)" ein regulérer Ausdruck, der die regulére Sprache P’ représentiert

(v) Ein regulérer Ausdruck und die von ihm représentierte Sprache wird genau durch die
Punkte (i) bis (iv) definiert.

Folgender Satz al3t sich beweisen:

Satz 4.5-1:
Eine Sprache L tber einem endlichen Alphabet S wird genau dann durch einen regulé
ren Ausdruck reprasentiert, wenn es eine Typ-3-Grammatik (rechtslineare Grammatik)
G=(S,N, S, R) mit L=L(G) gibt.

Im folgenden werden daher die Begriffe , Typ-3-Sprache”, ,rechtdineare Sprache” und ,re-
gulédre Sprache” synonym verwendet.

Auch fir die regularen Sprachen a3t sich ein Berechnungsmodell zur Akzeptanz gerade die-
ses Typs angeben. Man erhdlt es durch Einschréankung eines Kellerautomaten. Der Keller ei-
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nes Kellerautomaten erlaubt die Zwischenablage von (evtl. transformierten) Eingabezeichen.
Entfernt man den Keller, so kommt man auf das folgende Modell:

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat NEA ist definiert durch
NEA=(Q,S,d,q,,F) mit:

1. Qist eine endliche nichtleere Menge: die Zustandsmenge

2. S igt eine endliche nichtleere Menge: das Eingabeal phabet

3. d:Q" S® P(Q) ist eine partielle Funktion, die Uberfiihrungsfunktion; hierbei be-
zeichnet P(Q) die Menge aller Teilmengen von Q.

4. q,1 Q istder Anfangszustand (oder Startzustand)

5 FI Q istdie Mengeder Endzustande.

Entsprechend liegt ein deterministischer endlicher Automat DEA vor, wenn die Uberfiih-
rungsfunktion d dieForm d: Q" S® Q aufweist.

Ein deterministischer bzw. nichtdeterministischer endlicher Automat &% sich auch in Form
eines endlichen gerichteten Graphen G mit markierten Kanten als Transitionsdiagramm dar-
stellen. Die Knotenmenge von G ist Q. Ist z¢=d(z a) bzw. im nichtdeterministischen Fall

z(0 d(z a), so wird eine mit a markierte Kante in G aufgenommen. Die Menge der den End-
zustdnden entsprechenden Knoten werden explizit markiert.

Beispid:

Essei DEA=(Q,S,d,q,,F) der deterministische endliche Automat mit Q ={q,,q,,0,.0, },
s={0,1}, F={q,}, d gemaR folgender Tabelle:

momentaner gelesenes neuer Zustand
Zustand Symbol
% 0 g,
1 Q%
% 0 e
1 Qo
9, 0 Jo
1 05
G 0 q
1 q,
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Das entsprechende Transitionsdiagramm ist

Esist
L(DEA) = { w|wi {0,2}" und wenthalt eine gerade Anzahl von Zeichen 0 und Zeichen 1}.

Ein Beispiel eines nichtdeterministischen endlichen Automaten mit dem zugehdrigen Transi-
tionsdiagramm ist das folgende:

NEA=(Q,S,d,q,,F) mit Q={d,,q,,0,,0;,0,}, S={0.1}, F={q,,q,}, d gemaR fol-
gender Tabelle:

momentaner gelesenes neuer Zustand
Zustand Symbol

% 0 Jo

q3

1 Qo

G

% 1 g,

9, 0 q,

1 q,

G 0 q,

q, 0 q,

1 q,




45 Typ-3-Sprachen 137

Das zugehorige Transitionsdiagramm lautet

Esist

wi {0, i

L(NEA) = 2
( ) und w enthalt mindestens zwel aufeinanderfolgende Zeichen 0 oder Zeichen 1%

| W

'T

Wie bel einem Kellerautomaten durch Weglassen des Kellers kann man auch hier Konfigura-
tionen und Konfigurationsiibergénge definieren. Ein Wort wi S wird von NEA (DEA) ak-
zeptiert, wenn (g,, w)P " (g,e) mit gl F gilt. Die von NEA (DEA) akzeptierte Sprache ist

L(NEA) ={w|wl S", und wwird von NEAakzeptiert} (entsprechend fiir den deterministi-
schen Fall).

Bel Turingmaschinen fallen Determinismus und Nichtdeterminismus zusammen, jedoch zum
Preis einer exponentiell wachsenden Berechnungs- bzw. Laufzeitkomplexitét. Der folgende
Satz zeigt, dal3 auch bei den reguldren Sprachen Nichtdeterminismus keine zusétzliche Be-
rechnungsfahigkeit gegentber dem Determinismus bringt. In den dazwischenliegenden
Sprachklassen der kontextfreien und kontextsensitiven Sprachen ist der Determinismus vom
Nichtdeterminismus zu unterscheiden bzw. der Unterschied zwischen Determinismus und
Nichtdeterminismus ist nicht bekannt.
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Satz 4.5-2:
Fur jede von einem nichtdeterministischen endlichen Automaten akzeptierte Sprache
Uber einem endlichen Alphabet S gibt es einen deterministischen endlichen Automaten,
der die Sprache akzeptiert.

Beweis;

Es ist bei gegebenem nichtdetermistischen endlichen Automaten NEA=(Q,S,d,q,,F) ein
determistischer endlicher Automat DEA=(Q¢S,d ¢ g§,F( anzugeben, der dieselbe Sprache
akzeptiert. DEA wird definiert durch:

Q(=P(@Q), 9§ ={q,}, d¢z¢a)=Jd(z a) fir z( Q und al S,

4z¢

Fe={z4z¢ QundzaFt A. /Il

Der folgende Satz besagt, dal3 das Konzept der endlichen erkennenden Automaten das ad-
aquate Modell fir die regularen Mengen ist.

Satz 4.5-3:
Die Klasse der von (nichtdeterministischen bzw. deterministischen) endlichen Autome-
ten akzeptierten Sprachen Uber einem endlichen Alphabet S ist mit der Klasse der re-
gulédren Sprachen (Typ-3-Sprachen) Uber S identisch.

Beweis;

Es sei NEA=(Q(S,d¢qgs,F( ein nichtdeterministischer endlicher Automat. Dann gibt es
nach Satz 4.5-2 einen deterministischen endlichen Automaten DEA=(Q,S,d,q,,F) mit
L(DEA) = L(NEA). Es wird eine rechtslineare Grammatik G =(S, N, S, R) angegeben, fiir
die L(G) = L(DEA) gilt:

N=Q, S=q,, die Menge R der Regeln wird definiert durch:

R enthé@lt genau dann eine Erzeugungsregel q® aq¢ mit qf Q, qd Q und al S, wenn
d(g.a)=qtis; fir gi F enthalt R auRerdem die Regel q® e.

Es sei umgekehrt G =(S, N, S, R) eine rechtslineare Grammatik. Dann erkennt der folgende
Automat NEA=(Q,S,d,q,,F) die Sprache L(G):
Essal A ein nichtterminales Symbol mit Al NE S. Esist
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R i furel L(G
Q=NE{A, =S F :%{\{S',A}A} furel LEG;’
d:Q" (SE{e})® P(Q) wird definiert durch:

d(B,a) enthalt genau dann C, wenn R die Regel B® aC enthalt; fir jede Regel der Form
B® e wird d(B,e)={A} gesetzt. Der Automat NEA=(Q,S,d,q,,F) erfiillt noch nicht die

Definition eines endlichen Automaten; denn diese 143t keine e -Ubergénge zu, d.h. ein endli-
cher Automat macht keine Uberfiihrungen, in denen kein Eingabesymbol gelesen wird. Der
hier definierte Automat 143t jedoch eventuell derartige Uberfiihrungen zu. Es 14t sich jedoch
zeigen (siehe angegebene Literatur), dal3 man NEA so zu einem nichtdeterministischen endli-
chen Automaten NEA(=(Q(S,d¢qs,F( modifizieren kann, so daR dessen Uberfiihrungs-

funktion d: QU S® P(Q( die Definition eines nichtdeterministischen endlichen Automaten
erfiillt und L(NEA) = L(G) gilt. ///

die  Uberfiihrungsfunktion

Auch fur regulére Sprachen gibt es einen dem uvwxy-Theorem entsprechenden Satz, der wie-
der ein Beweismittel liefert, mit dessen Hilfe man zeigen kann, dal3 eine Sprache nicht regul&r
ist:

Satz 4.5-4:
Zu jeder reguldren (Typ-3-, rechtslinearen) Sprache L gibt es eine Zahl n, >0 mit der

Eigenschaft:

jedes zI L mit |73 n, &3 sich zerlegenin z=uw mit
(i) |uv£n,

iy M>0

(iii) uv*wl L firjedes ki N.

Beweis;

Die Argumentation kann &hnlich Uber die Ableitung eines Wortes mit Hilfe einer reguléren
Grammatik verlaufen wie im Bewels des uvwxy-Theorems. Einfacher geht es hier Uber die
Erkennung eines Wortes mit Hilfe eines deterministischen endlichen Automaten:

Es sa reguldren Sprache L und DEA en deterministischer endlicher Automat mit
L(DEA) = L. DEA enthalte n, viele Zustande. Bei der Akzeptanz eines Wortes zI L mit

|73 n, durchlauft DEA einschlieRlich des Anfangszustands |7+1 viele Zustande. Hierbei

geht wesentlich ein, dal’ DEA bei jeder Uberfilhrung ein Eingabesymbol liest. In der Folge der
Zustandstiberfihrungen vom Anfangszustand ¢, bis zu einem akzeptierenden Zustand

Oacset | F MuB sich also ein Zustand ¢, wiederholen. Es sei u das Anfangsteilwort von z, das
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in den Uberfiihrungen gelesen wurde, die DEA von g, aus bis zum ersten Erreichen von g,
gemacht hat. Das Teilwort v von z besteht aus den Symbolen, die DEA dann von g, aus bis
zum néchsten Erreichen von g, gelesen hat. Schliefdlich ist w das Teilwort von z, das DEA
liest, bis der akzeptierende Zustand g, €rreicht ist. Mit dieser Zerlegung von z gelten die
angegebenen drel Eigenschaften. ///

Mit Hilfe dieses Satzes |83t sich zeigen, dal3 die Menge der Palindrome

L={W|WT {0, undw=a,..a_ a, =anan_1...a1}E{e} nicht reguldr ist; L ist jedoch kon-
textfrel. Es sei n, >0 der Wert aus obigem Satz und n3 n, die kleinste gerade Zahl 3 n,.
DasWort z=1010...100101...01 liegt in L und |&/% sich in der Form z =uvw mit den Eigen-

n Zeichen n Zeichen
schaften (i), (ii) und (iii) zerlegen. Zu beachten ist, dal3 die einzige Stelle, an der zwei gleiche
Zeichen (00) aufeinanderfolgen, in der Mitte von z liegt. Das Teilwort uv ist Teill von
1010...10.
%/_/

n Zeichen

1. Fal: v=1: DasWort uv®w istin L und enthdlt zwei aufeinanderfolgende Zeichen 1. Damit

uv?w ein Palindrom ist miiten diese beiden Zeichen 1 jedoch in der Mitte des
Worts liegen, da weiter rechts und links keine aufeinanderfolgenden Zeichen 1
stehen. Rechts der beiden Zeichen 1 gibt es noch die beiden Zeichen O (die ur-
sprungliche Mitte des Worts). Zu ihnen korrespondieren links der beiden Zei-

chen 1 keine entsprechende Zeichenfolge 00. Daher ist uv?wi L.
2. Fdl: v=0: DasWort uv®w istin L und enthalt drei aufeinanderfolgende Zeichen 0. Damit

uviw ein Palindrom ist miiRten diese drei Zeichen 0 jedoch in der Mitte des
Worts liegen, da weiter rechts und links keine aufeinanderfolgenden drei Zei-
chen O stehen. Zur urspriinglichen Mitte des Worts korrespondieren links der

drei Zeichen 0 keine entsprechende Zeichenfolge 00. Daher ist uv®wi L.
3. Fdl: |V>1 und v=10...1: Dann enthélt Wort uv*w zwei aufeinanderfolgende Zeichen 1

und man kann wieim 1. Fall argumentieren.
4.Fdl: |v/>1 und v=10...10: Dann enthalt Wort uv’w zwei aufeinanderfolgende Zeichen 0

(die urspriingliche Mitte) und links davon nur Teilzeichenketten O1 a's rechts,

und zwar mehr als rechts. Daher ist uv’wl L.
In allen Féllen ergibt sich ein Widerspruch.

Die Regeln einer rechtslinearen Grammatik erfiillen die Bedingungen, die an die Regeln einer
kontextfreien Grammatik gestellt werden. Jede von einer rechtslinearen Grammatik erzeugte
Sprache ist daher auch eine kontextfreie Sprache. Die Sétze 4.5-2 und 4.5-3 implizieren, dal3
es zu jeder reguldren Sprache Uber einem endlichen Alphabet S einen deterministischen
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Kellerautomaten gibt, der die Sprache akzeptiert. Andererseits |&3t sich mit Satz 4.5-4 zeigen,
dal3 die deterministisch kontextfreie Sprache L = { a"b" ni N} nicht regulér ist. Es gilt daher:

Satz 4.5-5:
Die Klasse der reguléren (Typ-3-, rechtslinearen) Sprachen Uber einem endlichen Al-
phabet S ist eine echte Teilmenge der deterministisch kontextfreien Sprachen tber S.

Auch fur Typ-3-Sprachen gibt es wieder viele interessante Entscheidungsprobleme. Hier sol-
len jedoch wieder nur das Wortproblem und das Leerheitsproblem, jetzt bezogen auf Typ-3-
Sprachen, betrachtet werden. Dazu wird (analog zu den Typ-O-, Typ-1- und Typ-2-
Grammatiken) ein Préadikat
VERIFIZIERE_G_TYP_3(w)
_1TRUE fdlswdie Kodierung einer Typ - 3- Grammatik darstellt
“1FALSE fdls wnicht die Kodierung einer Typ - 3- Grammatik darstellt
definiert. Dieses Pradikat ist berechenbar. Dazu ist unter anderem zu prifen, ob die Erzeu-
gungsregelnin KG,, den Bedingungen einer Typ-3-Grammatik gentigen.

Das Wortproblem fir Typ-3-Grammatiken fragt danach, ob die Menge
L\Nort_Typ-3

={u#w‘ ul S, wi {0,4',VERIFIZIERE_G_TYP_3(w)=TRUEundul L(KGW)}
entscheidbar ist. In vereinfachter Darstellung wird also danach gefragt, ob es einen auf alen
Eingaben stoppenden Algorithmus gibt, der bei Eingabe (der Kodierung) einer rechtslinearen
Grammatik G Uber dem Alphabet S und eines Worts ul S™ entscheidet, ob ul L(G) gilt
oder nicht. Da dieses Problem fir Typ-2-Grammatiken entscheidbar ist, gilt dieses auch fir
Typ-3-Grammatiken. In diesem Fall bietet sich jedoch ein einfacher Algorithmus an: Anstelle
der Uberpriifung ul L(G) wird untersucht, ob ul L(DEA) gilt, wobei DEA=(Q,S,d,q,,F)
ein deterministischer endlicher Automat mit L(DEA) = L(G) ist:

Eingabe: Ein deterministischer endlicher Automat DEA=(Q,S,d,q,,F) und ein Wort
ul

Verfahren:  Aufruf der Funktion accept ( DEA, u)

Ausgabe: TRUE, falls ul L(G), FALSE sonst.

FUNCTI ON accept (DEA: ...;
U: STRING: BOOLEAN,
{ DEA=(Q,Sd,q,F),
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VAR q : ...;
v . STRI NG
a . CHAR

| NTECER;

BEG N { accept }
q = 0,
vV i=

FOR i := 1 TO Length(u) DO
BEG N
a:= Copy (v, 1, 1);
Delete (v, 1, 1);

q := d(g.a);
END;
IF gl F THEN accept := TRUE
ELSE accept := FALSE;

END { accept };

Diese Algorithmus hat eine Laufzeit der Ordnung OQu|), d.h. lineare Laufzeit.

Das L eerheitsproblem fragt fur Typ-3-Grammatiken, ob die Menge
Lieer 1303 :{w‘ wi {0, ,\VERIFIZIERE_G_TYP_3(w) = TRUEund L(KG,)) :/E}

entscheidbar ist. Diese Frage ist natiirlich positiv zu beantworten, da das L eerheitsproblem fir
Typ-2-Grammatiken entscheidbar ist. Im Fall einer regularen L Menge kann man mit Satz

4.5-4 argumentieren. Essei n, die in Satz 4.5-4 angegebene nattrliche Zahl. Dann gilt:

L* /& genau dann, wenn esein Wort ul L gibt mit u|<n,

Eine Uberprifung der Frage , L = £ ?* kann also so ablaufen, dal? man ale Worter ul S™ mit
|u| < n, darauf hin tberpriift, ob ul L gilt (Wortproblem).
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4.6 Eigenschaften im tabellarischen Uberblick

Die folgenden Tabellen stellen wichtige Eigenschaften der behandelten Sprachklassen zu-
sammen. Nicht alle aufgefihrten Eigenschaften wurden in den vorherigen Kapiteln bewiesen;
eswird vielmehr auf die angegebene Literatur verwiesen.

Beschreibungsmittel

Typ O Typ-0-Grammatik
Turingmaschine

Typl kontextsensitive Grammatik
linear beschrankter Automat

Typ2 kontextfreie Grammatik
Kellerautomat

deterministisch kontextfrei LR(k) -Grammatik
deterministischer Kellerautomat

Typ3 regul&rer Ausdruck,
rechtsineare Grammatik
endlicher Automat

Sind das nichtdeter ministische und das deter ministische M odell aquivalent?

Turingmaschine ja
Linear beschrénkter Automat ?
Kellerautomat nein
Endlicher Automat ja
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Abschluf3eigenschaften

Operation Schnitt Vereinigung | Komplement Produkt Stern
L CL, L, E L, S\L L3, L
TypO ja ja nein ja ja
Typl ja ja ja ja ja
Typ2 nein ja nein ja ja
det. kontextfrel nein nein ja nein nein
Typ3 ja ja ja ja ja
Wortproblem

TypO unlGsbar
Typl |6sbar mit Komplexitét der Ordnung 0(20‘”))

Typ 2 (bei gegebener kfr. Grammeatik) ||osbar mit Komplexitzt der Ordnung O(n?)

deterministisch kontextfrei

|sbar mit Komplexitét der Ordnung O(n)
(n)

Typ 3 [6sbar mit Komplexitédt der Ordnung O(n
L eer heitsproblem

TypO unlGsbar

Typ1 unlGsbar

Typ 2 (bei gegebener kfr. Grammatik) |l0sbar

deterministisch kontextfrel | 6sbar

Typ 3 | Gsbar
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5 Praktische Berechenbarkeit

Im vorliegenden Kapitel geht es um die Losung von Problemen ,,aus der Praxis’‘, insbesonde-
re um die Untersuchung des Aufwandes, den diese Ldsungen erfordern. Alle hier behandel-
ten (Entscheidungs-) Probleme sind entscheidbar, d.h. es gibt jeweils einen Algorithmus,
der bei jeder Eingabe mit einer akzeptierenden oder verwerfenden Entscheidung stoppt.
Wie en derartiger Algorithmus formuliert wird, ob als deterministische oder nichtdetermini-
stische Turingmaschine, RAM oder Programm in einer Programmiersprache, ergibt sich je-
weils aus dem Zusammenhang; das fur die Darstellung geeignetste Modell wird verwendet.

Der Begriff der Entscheidbarkeit bezieht sich auf Entscheidungsprobleme, in der Praxis hat
man jedoch haufig mit Optimierungsproblemen zu tun. Beispielsweise wurde in Kapitel 1.2
das Problem des Handlungsreisenden als Optimierungsproblem, Entscheidungsproblem und
Berechnungsproblem beschrieben. Der Zusammenhang zwischen diesen Problemtypen wird
in Kapitel 5.1 genauer betrachtet.

Im folgenden werden zwei Beispiele fir Optimierungsprobleme angeftihrt, die sich auf Gra-
phen beziehen. Fur beide Probleme werden L 6sungsalgorithmen angegeben, die sich in ihrer
Laufzeit wesentlich unterscheiden.

Das Problem der Wege mit minimalem Gewicht in gerichteten Graphen

Instanz: G =(V,E,w)
G=(V,E,w) ist en gewichteter gerichteter Graph mit der Knotenmenge
V ={v,,...,v.}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge Ei V'V die
Funktion w: E® R,, gibt jeder Kante el E ein nichtnegatives Gewicht.

Losung: Die minimalen Gewichte d, der Wege vom Knoten v, zu allen anderen Knoten v,

des Graphsfuri=1, ..., n.

Zur agorithmischen Behandlung wird der Graph G = (V, E,w) in Form seiner Adjazenzma-
trix A(G) gespeichert. Dieseist definiert durch

((Vi’vj)) fdls(vi,vj)T E .

O w
A(G) - AYn,n) - lai,jJ(n,n) mit ai’j - ':‘¥ sonst

Es werden folgende Datentypen verwendet:
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CONST n = ... { Probl engrolRe }
unendlich = { hier kann der maximal ndgliche
REAL- Wrt verwendet werden }

TYPE knot enberei ch 1..n;

matri x = ARRAY [ knot enberei ch, knotenberei ch] OF REAL;
bit feld = ARRAY [ knot enberei ch] OF BOOLEAN,
feld = ARRAY [ knot enberei ch] OF REAL;

Die folgende Funktion wird zur Ermittlung des Minimums zweier REAL-Zahlen eingesetzt:
FUNCTION min (a, b: REAL):REAL;

BEGN{ nmn}
IFa<=DbTHEN mn :
ELSE min :

END { min };

I
oo

Der folgende Algorithmus zur L 6sung des Problems der Wege mit minimalem Gewicht in ge-
richteten Graphen ist ein Beispiel fur ein allgemeines Losungsprinzip: die Greedy-M ethode.
Eine (global) optimale Lésung wird schrittweise gefunden, indem Entscheidungen geféllt
werden, die auf ,lokalen” Informationen beruhen. Fir eine Entscheidung wird hierbel nur ein
kleiner (lokaler) Teil der Informationen genutzt, die Gber das gesamte Problem zur Verfligung
stehen. Es wird die in der jeweiligen Situation optimal erscheinende Entscheidung getroffen,
unabhangig von vorhergehenden und nachfolgenden Entscheidungen. Die einmal getroffenen
Entscheidungen werden im Laufe des Rechenprozesses nicht mehr revidiert. Diese Methode
ist jedoch nicht auf alle Optimierungsprobleme anwendbar.

Zunéchst gelten alle Knoten v, bis auf den Knoten v, als ,nicht behandelt®. Aus den nicht

behandelten Knoten wird ein Knoten ausgewahlt, der zu einer bisherigen Teill6sung hinzuge-
nommen wird, und zwar so, dal3 dadurch eine bzgl. der Teilldsung, d.h. bzgl. der behandelten
Knoten, optimale LOsung entsteht.

Eingabe: G=(V,E,w) en gewichteter gerichteter Graph mit der Knotenmenge
V ={v,,...,v,}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge Ei V"V ; die
Funktion w: E® R,, gibt jeder Kante el E ein nichtnegatives Gewicht

VAR A Domatrix; { Adjazenzmatrix }
i . knot enber ei ch;
j . knot enber ei ch;
distanz : feld;
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Verfahren:  Aufruf der Prozedur mi ni nal e_wege (A, distanz);

Ausgabe: d. =distanz[i] fari=1,..,n.

PROCEDURE mi ni mal e_wege ( A Comatrix;

VAR distanz : feld);

VAR rest_knoten : bit_feld; { Kennzei chnung der noch nicht
behandel ten Knoten: ist v, ein
ni cht behandel t er Knot en,
ist rest_knoten[i] = TRUE

i dx knot en_ber ei ch;
u knot en_ber ei ch;
exi st BOOLEAN;
PROCEDURE auswahl (VAR knoten . knot en_ber ei ch;

FORi := 1 TOn DO
FORj := 1 TOn DO
IF (v,v, )l E THEN AL, 1 := wl(v,v,))
ELSE Ali, j] := unendlich;

VAR gefunden : BOOLEAN);

{ die Prozedur wahlt unter den noch nicht behandelten
Knoten einen Knoten mit mininmal emdistanz-Wert aus
(in knoten); gibt es einen derartigen Knoten, dann ist
gefunden = TRUE, sonst ist gefunden = FALSE

VAR i . knot en_ber ei ch;

mn : REAL;

BEG N { auswahl }
gefunden : = FALSE;
mn ;= unendl i ch;

FORi :=1 TO n DO

| F rest_knoten [i]
THEN BEG N
I|F distanz [i] < mn
THEN BEG N
gefunden : = TRUE;
knot en i;
m n distanz [i]
END

END

END { auswahl };

}
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BEG N { m ni mal e_wege }
{ Gewichte zum Startknoten initialisieren und alle Knoten
bis auf den Startknoten, als nicht behandelt kennzeichnen: }
FORidx := 1 TOn DO
BEA N

di stanz[i dx] = A1, idx];
rest _knoten[idx] := TRUE
END;
di st anz[ 1] = 0;
rest _knoten[ 1] := FALSE

{ einen Knoten mt mnimal em D stanzwert aus den Restknoten
auswahl en: }
auswahl (u, exist);

VWH LE exi st DO
BEA N
{ den gefundenen Knoten aus den noch ni cht behandel ten
Knot en her ausnehnen: }
rest _knoten[u] := FALSE

{ fur jeden noch nicht behandelten Knoten idx, der mt
dem Knoten u verbunden ist, den distanz-Wert auf den
neuesten Stand bringen: }

FOR idx := 1 TOn DO
| F rest _knoten[i dx]

AND
(Alu, idx] <> unendlich)
THEN distanz [idx] := mn (distanz[idx],

di stanz[u] + Alu, idx]);
{ einen neuen Knoten mit mninmalemD stanzwert aus den
Rest knot en auswahl en: }
auswahl (u, exist);
END {WH LE exist }
END { m ni nal e_wege };

Esgilt bei Eintritt in die WHI LE exi st DO-Schleife folgende Schleifeninvariante:

(1) Ist der Knoten v, ein bereits behandelter Knoten, d.h. rest _knot en[ i ] =FALSE, dann
ist di stanz[i] das minimale Gewicht eines Weges von v, nach v,, der nur behandelte
Knoten v, enthdlt, fir dieasorest _knot en[j ] =FALSE ist.
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(2) Ist der Knoten v, ein nicht behandelter Knoten, d.h. rest _knot en[ i ] =TRUE, dann ist
di stanz[i] das minimale Gewicht eines Weges von v, nach v., der bis auf v. nur be-
handelte Knoten v; enthdlt, fir dieasor est _knot en[j ] =FALSE ist.

Aus der Schleifeninvariante folgt die Korrektheit des Algorithmus.

Satz 5-1:
Ist G=(V,E,w) eine Instanz des Problems der Wege mit minimalem Gewicht in ge-
richteten Graphen mit n Knoten, dann liefert das beschriebene Verfahren mit der Proze-
dur mi ni mal e_wege im Feld di st anz die minimalen Gewichte d. der Wege vom
Knoten v, zu alen anderen Knoten v, des Graphs fur i = 1, ..., n. Die (worst-case-)

Zeitkomplexitét des Verfahrensist von der Ordnung O(nz).

Beispid:

DieInstanz G = (V,E,w) sei gegeben durch folgende graphische Darstellung:

Die Adjazenzmatrix zu G lautet

& 28 2 ¥ 1 ¥ ¥ ¥
ge.é¥¥9¥10¥¥3
& ¥ ¥ ¥ ¥ 24 % 27§
A(G):gs.é¥¥¥5¥87g
& 8 ¥ ¥ ¥ 26 ¥ ¥
& ¥ ¥y ¥y ¥y ¥ o8 1y
& ¥ v ¥ ¥ ¥ ¥ 70
¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥g




150

5 Praktische Berechenbarkeit

u wird jeweils beim Aufruf der Prozedur auswahl (u, exist) ausgewahit:

u nichtbehandelte | di stanz |di stanz [ di stanz | di stanz | di stanz | di stanz |di stanz | di stanz
Knoten [1] [2] [3] [4] [5] [ 6] [7] [ 8]

2345678 28 2 ¥ 1 ¥ ¥ ¥
51234678 9 2 ¥ 27 ¥ ¥
31246738 9 ¥ 26 ¥ 29
214678 18 19 ¥ ¥
41678 19 26 25
6|78 26 20
8|7 26
7 |leer

Das zweite Besipiel 16st das Handlungsrei senden-Optimierungsproblem nach der sogenannten
Branch-and-Bound-Methode. Potentielle, aber nicht unbedingt optimale Losungen werden
systematisch erzeugt. Diese werden in Teilmengen aufgeteilt, die sich auf Knoten eines Ent-
scheidungsbaums abbilden lassen. Es wird eine Abschétzung fir das Optimum mitgefthrt und
wahrend des Verfahrensverlaufs laufend aktualisiert. Potentielle Losungen, deren Zielfunkiti-
on einen ,weit von der Abschdtzung entfernten Wert* aufweisen, werden nicht weiter be-
trachtet, d.h. der Teilbaum, der bel einer derartigen Losung beginnt, mul3 nicht weiter durch-
laufen werden.

Problem des Handlungsreisenden auf Graphen als Optimier ungsproblem

Instanz: G =(V,E,w)
G=(V,E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der

Knotenmenge V ={v,,...,v.}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge

ey Vi

El V“V; die Funktion w: E® R,, gibt jeder Kante el E ein nichtnegatives
Gewicht.

Eine Tour durch G, d.h. eine geschlossene Kantenfolge

<(vi1,vi2),( . i3),...,(vin_l,vin )( )> mit (vii ,viM)T E fur j=1,..,n-1,

in der jeder Knoten des Graphen (als Anfangsknoten einer Kante) genau einmal
vorkommt, die minimale Kosten (unter allen mdglichen Touren durch G) verur-
sacht. Mankann 0.B.d.A. v, =, setzen.

L 6sung:
Y

In? iy

LV

In? iy

Die Kosten einer Tour <(vi1,vi2 J RV I VRV N )> ist dabei die Summe

der Gewichte der Kanten auf der Tour, d.h. der Ausdruck

n-1

[o]

a W(Vii ’Vii+1)+ W(Vin ’Vil)'
j=1
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Es wird angenommen, dal3 eine Tour bei v, beginnt und endet. Auf}erdem wird angenommen,
da3 der Graph vollstandig ist, d.h. da’ wi(v;,v,)) fir jedes v,T V und v, TV definiert ist
(eventuell ist wi(v, V| )=¥).

Im folgenden wird (zur Vereinfachung der Darstellung) die Knotenmenge V ={v,, ...,v,} mit
der Menge der Zahlen {1,...,n} gleichgesetzt (dem Knoten v, entspricht die Zahl i). Eine
Tour durch G |&/% sich dann a's Zahlenfolge

(Liy iy iy 1)

darstellen, wobei dlle i; paarweise verschieden (und verschieden von 1) sind. Alle Touren er-
halt man, wenn man fir i, in (1i, i,...i,; 1) dle (n- 1)! Permutationen der Zahlen 2, ..., n

einsetzt. Manche dieser Touren haben eventuell das Gewicht ¥ .
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Alle Touren (Zahlenfolgen der beschriebenen Art) lassen sich als Blétter eines Baums dar-
stellen:

ale Touren
ale Touren mit ale Touren mit € Touren mit
Anfangsstiick Anfangsstiick " Anfangsstiick

dleTo mit  ale Tourén mit
Anfangsstuck Anfangsstuck

1
dle Todren mit alle Touren mit ... allg Tooren mi
Anfangsstiick  Anfangsstuick Anfangsstuck
132 134
alle Touren mit  ale Touren mit ... ale Touren mit
/ Anfangsstiick  Anfangsstuick Anfangsstuick
1n2 1n3 1nnl
ale Touren mit
Anfangsst[]ck

in den Bléattern: alle Touren mit
Anfangsstiick 1 1, i

S

Alle Touren (Zahlenfolgen der beschriebenen Art) werden systematisch erzeugt (siehe unten).
Dabei wird eine obere Abschéatzung fur das Gewicht einer optimalen Tour (Tour mit mini-
malem Gewicht) in der globalen Variablen bound mitgefuhrt (Anfangswert bound = ¥).
Wird ein Anfangsstiick einer Tour erzeugt, deren Gewicht grof3er as der Wert in der Varia-
blen bound ist, dann brauchen ale Touren, die mit diesem Anfangsstiick beginnen, nicht
weiter betrachtet zu werden. Es wird also ein ganzer Teilbaum aus dem Baum aller Touren
abgeschnitten. Ist schliefdlich eine Tour gefunden, deren Gewicht kleiner oder gleich dem
Wert in der Variablen bound ist, so erhélt die Variable bound as neuen Wert dieses Ge-
wicht, und die Tour wird as tempordr optimale Tour vermerkt. Eine Variable opt t our
nimmt dabel die Knotennummern einer temporér optimalen Tour auf; die Variabletei | f el d
dient der Aufnahme des Anfangsstticks einer Tour.
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Ist bereits ein Anfangsstiick (11, i,...i,.,) einer Tour erzeugt, so sind die Zahlen
1i, i,,.. 1., dle paarweise verschieden. Eine weitere Zahl i kann in die Folge aufge-
nommen werden, wenn

(1) i unter den Zahlen 4, i, i,,..., i,_, nicht vorkommt und
2 W((vik_l,vi ))<¥ ist und
(3) das Gewicht der neu entstehenden Teiltour (1, iy, i,,..., i,.,; i) Kleiner oder gleich dem

Wert in der Variablen bound ist.

Treffen (1) oder (2) nicht zu, kann i nicht als Fortsetzung der Teiltour 1, i, i,,..., i, g€
nommen werden, denn es entsteht keine Tour. Trifft (3) nicht zu (aber (1) und (2)), dann
brauchen alle Touren, die mit dem Anfangsstiick (1, i;, i,,..., i,.; i) beginnen, nicht weiter

berticksichtigt zu werden.

Algorithmus zur L6sung des Problems des Handlungsr eisenden nach der Branch-and-
bound-M ethode:

Es werden wieder die bereits bekannten Deklarationen (ergénzt um neue Deklarationen) ver-
wendet:

CONST n = ... { Probl engrolRe }
unendl ich = ; { hier kann der maximal ndgliche
REAL- Wrt verwendet werden }

TYPE knotenbereich = 1..n;
matri x = ARRAY [ knot enberei ch, knotenberei ch] OF REAL;
tourfeld ARRAY [1..(n+1l)] OF | NTECER;

Die Knotennummern einer optimalen Tour werden im Feld opt t our abgelegt.

Eingabe: G= (V : E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der
Knotenmenge V ={v,,...,v,}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge
El V“V; die Funktion w: E® R,, gibt jeder Kante el E ein nichtnegati-
ves Gewicht.

VAR A Domatrix; { Adjazenzmatrix }
i . knot enber ei ch;
j . knot enber ei ch;
opttour : tourfeld;
bound . REAL;
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FORi := 1 TOn DO
FORj := 1 TOn DO
IF (v,v, )l E THEN AL, 1 := wl(v,v,))
ELSE Ali, j] := unendlich;

Verfahren:  Aufruf der Prozedur sal esnman_bab (A, opttour, bound).

Ausgabe: bound gibt das minimale Gewicht einer Tour durch G an, die beim Knoten v,
beginnt und endet; opttour enthdt die Knotennummern einer optimalen
Tour.

PROCEDURE sal esnan_bab

(A Domatrix;
VAR opttour : tourfeld; { optimale Tour }
VAR bound . REAL { Lange der Tour }

)
VAR i : | NTEGER

PROCEDURE bab_g
(teilfeld : tourfeld;
{ zu ergdnzendes Anfangsst uck

ei ner Tour }
gewi cht : REAL; { Gewi cht des Anfangssticks }
position : |INTEGER { Position, an der zu
erganzen i st }
);
VAR i . | NTEGER;
j : | NTECER;
ok : BOOLEAN
w . REAL;
BEG N {bab_g }
| F position = n + 1
THEN BEG N
w:= Ateilfeld[n], 1];
I F (w < unendlich)
AND
(gewi cht + w < bound)
THEN BEG N
teilfeld[position] := 1;
bound := gewicht + w;
opttour := teilfeld;
END;

END
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ELSE BEG N
FORi :=2 TOn DO
BEG N

w = Alteilfeld[position - 1], i];

ok := TRUE;

{ Bedingung (2):}

FORj := 2 TO position - 1 DO

IF teilfeld[j] =i
THEN BEG N
ok := FALSE;
Br eak;

END;

| F ok

AND
(w < unendlich)
AND
(gewi cht + w < bound)

THEN BEG N
teilfeld[position] :=1i;
bab g (teilfeld, gewi cht + w,

position + 1);
END;
END;
END;

END {bab_g };
BEG N { sal esnman_bab }

FORi :=2 TOn + 1 DO
opttour[i] := O;
opttour[1] := 1;

bound = unendli ch;

bab_g(opttour, 0, 2);

END {sal esman_bab };

Das Verfahren erzeugt u.U. dle (n- 1} Folgen (11, i,...i,, 1), biseseine optimale Tour ge-

funden hat. In der Praxis werden jedoch schnell Folgen mit Anfangsstiicken, die ein zu grof3es
Gewicht aufweisen, ausgeschlossen. Die (worst-case-) Zeitkomplexitét des Verfahrens bleibt
jedoch mindestens exponentiell in der Anzahl der Knoten des Graphen in der Eingabeinstanz.

In der Praxis gilt ein Algorithmus mit exponentiellem Laufzeitverhalten als schwer durch-
fuhrbar (intractable), ein Algorithmus mit polynomiellem Laufzeitverhaten als leicht
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durchfuhrbar (tractable). Naturlich kann dabei ein Algorithmus mit exponentiellem Lauf-
zeitverhalten fr einige Eingabeinstanzen schnell ablaufen. Trotzdem bleibt die Ursache zu
untersuchen, die dazu fihrt, dal? manche Probleme ,leicht |6sbar” sind (d.h. einen Algorith-
mus mit polynomiellem Laufzeitverhalten besitzen), wahrend fir andere Probleme bisher nur
L 6sungsalgorithmen mit exponentiellem Laufzeitverhalten bekannt sind.

Der Grund dafir, dafd ein Verfahren mit exponentielle Laufzeit als nicht durchfihrbar gilt,
wird aus den folgenden Tabelle sichtbar. Es werden dort jeweils funf Funktionen

h:N,,® R,i=1..,5 und einige ausgewahlte (gerundete) Funktionswerte gezeigt. Jede
Funktion soll als Laufzeit fur Algorithmen interpretiert werden: Der Funktionswert h, (n) gibt

die Anzahl der Rechenschritte an, die bei einer Eingabeinstanz der Gréfde n durchlaufen wer-
den. Selbst kleine Problemgrdofien flihren bereits auf eine immense Laufzeit.

Spalte 1 Spalte 2 Spalte 3 Spalte 4 Spalte 5
i h. (n) h. (10) h. (100) h. (1000)
1 log, (n) 3,3219 6,6439 9,9658
2 Jn 3,1623 10 31,6228
3 n 10 100 1000
4 n2 100 10.000 1.000.000
5 2" 1024 1,2676506 0% >10%®

Die folgende Tabelle zeigt noch einmal die finf Funktionen h :N,,® R,i =1,...,5. Es sai

Y, >0 ein fester Wert. Die dritte Spalte zeigt fur jede der funf Funktionen Werte n, mit
h(n,) = Y. In der vierten Spalte sind digienigen Werte n, aufgefiirt, fir die h (n,)=10xy,
gilt, d.h. dort ist angegeben, auf welchen Wert man die Problemgrofe n. vergrofdern kann,
wenn man die 10-fachen Laufzeit in Kauf nimmt. Wie man sieht, kann man bel der Logar-
tihmusfunktion wegen ihres langsamen Wachstums den Wert stark vergrofiern, wahrend bei
der schnell anwachsenden Exponentialfunktion nur eine additive konstante Steigerung um ca.

3,3 moglich ist. Das bedeutet, dal? selbst bei einer Verzehnfachung der Rechenleistung nur &-
ne geringfugig vergrofierte Problemgrofle zu bewdtigen ist.
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Spalte 1 Spalte 2 Spalte 3 Spalte 4
[ h. (n) n, mit h(n)=y, n. mit
h (1) =10xy,
1 log, (n) n, (n,)*
2 Jn n, 100,
3 n n, 10,
4 n? n, » 3162,
5 2" Ny n, +3,322

5.1 Der Zusammenhang zwischen Optimierungs- und Entscheidungsproblemen

Optimierungsprobleme spielen in der Anwendung eine bedeutende Rolle; in der Theorie der
Berechenbarkeit sind es eher die Entscheidungsprobleme. Zwischen beiden Typen besteht je-
doch ein enger Zusammenhang.

Essai P en Optimierungsproblem mit einer reellwertigen Zielfunktion:

Instanz: 1. x1 s;
2. Spezifikation einer Funktion SOL, , die jedem x1 S, eine Menge zulassiger
L dsungen zuordnet
3. Spezifikation einer Zielfunktion m, , diejedem x1 S, und y1 SOL, (x) einen
Wert m, (x,y), den Wert einer zul&ssigen Lésung, zuordnet
4. goal, 1 {min,max}, je nachdem, ob es sich um ein Minimierungs- oder ein
M aximierungsproblem handelt.

Losung: y'1 SOL, (x) mit m,(x y")=min{m, (xy)|yl SOL,(x)} bei einem Minimie
rungsproblem (d.h. goal, =min)
bzw.
me (x,y")=max{m, (x,y)|y] SOL, (x)} bei einem Maximierungsproblem (d.h.
goal, =max) .
Der Wert m, (x,y") einer optimalen Lésung wird auch mit m, (x) bezeichnet.

Eine Instanz x ist eine Zeichenkette x1 S, . Hier wird das Alphabet S, fiir das Problem ,, ge-
eignet” gewahlt. Fur ein Graphenproblem ist sicherlich dabel ein anderes Alphabet geeignet
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als zur Darstellung Boolescher Ausdriicke. Letztlich kann man sich natirlich auf ein allge-
mein giiltiges , Grundal phabet" verstandigen, etwa S, ={ 0,1}.

Ein Losungsalgorithmus A ; fir P hat die Form

Xl Sp .
—» Ay > VISOLX und mp(X,Y)

Die von Ay, bei Eingabevon x1 S, ermittelte Losung ist Agpr (X)=(y",m, (x,y)), dh.
sie bestent aus einer optimalen Lésung y* und dem Wert der Zielfunktion m (x,y")=m; (x)

bei einer optimalen Ldsung. Natirlich kann es fir ein Optimierungsproblem mehrere optimale
L ésungen geben; der Wert my, (x) ist jedoch eindeutig.

Daszu P zugehorige Entscheidungsproblem P ., wird definiert durch

Instanz: [x, K]
mit xI S, und KT R

Ldsung: Entscheidung ,ja, falls firr den Wert my, (x) einer optimalen Lésung
m, (x)3 K bei einem Maximierungsproblem
(d.h. goal, =max)
bzw.
m,, (x) £ K bei einem Minimierungsproblem
(d.h. goal, =min)

gilt,
Entscheidung ,, nein®, sonst.

Hierbei ist zu beachten, dal? beim Entschelidungsproblem weder nach einer optimalen Ldsung
noch nach dem Wert m;, (x) der Zielfunktion bei einer optimalen Lésung gefragt wird.

Ein Losungsalgorithmus fur P ., hat zwei mogliche Ausgange, namlich einen akzeptieren-
den und einen verwerfenden Ausgang. Der erste Ausgang wird erreicht (aktiviert), wenn bei
Eingabe einer Instanz fur P ., die Entscheidung ,ja‘ getroffen wird, der zweite Ausgang
entspricht der Entscheidung ,nein“. Ein Lésungsalgorithmus A, fur P, hier fur ein
Maximierungsproblem dargestellt, hat daher die Form
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| ja my(x)® K (bei éinem Maximierungsproblem)

> A . . .
BT L nein, my(x)<K (bei éinem Maximierungsproblem)

Aus der Kenntnis eines Algorithmus A ,; fur ein Optimierungsproblem [&f3 sich leicht ein
Algorithmus A, fur das zugehorige Entscheidungsproblem konstruieren, der im wesentli-
chen dieselbe Komplexitét besitzt:

Eingabe: [%, K]
mit xI S, und KT R

Verfahren:  Man berechne A o, ()= (y",m, (x,y")) und vergleiche das Resultat
me (x, y")=m; (x) mitK:

Ausgabe Ao ([xK])=j a, fals m, (x)3 K bei einem Maximierungsproblem ist
bzw.
Agr ([x.K]) =] a, falls m, (x) £ K bei einem Minimierungsproblem ist,
Ao [x.K])=nei n sonst.

Daher gilt:

Satz 5.1-1:
Das zu einem Optimierungsproblem P zugehdrige Entscheidungsproblem P . istim

wesentlichen nicht schwieriger zu |6sen al's das Optimierungsproblem.

Falls man andererseits bereits weil, dald das Entscheidungsproblem P ., immer nur

»Schwer |6sbar” ist, z.B. beweisbar nur Losungsalgorithmen mit exponentiellem Lauf-
zeitverhalten besitzt, dann ist das Optimierungsproblem ebenfalls nur ,, schwer [Gsbar”.

In den folgenden Kapiteln wird flr einige Entscheidungsprobleme P, gezeigt, dal} sie

(vermutlich) keine schnell laufenden Ldsungsverfahren besitzen. Daher konnen die zugehdri-
gen Optimierungsprobleme, an deren LAsung man in der Praxis interessiert ist, ebenfalls nur
mit sehr lang laufenden Verfahren angegangen werden. Die algorithmische Untersuchung von
Entscheidungsproblemen ist in diesen Féllen daher fur die Praxis von grofem Interesse. Man
hat zudem abzuwégen, ob man nicht mit einer Losung zufrieden sein kann, die , schnell* zu
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finden ist und sich der optimalen Losung annéhert. Diese Fragestellung fuhrt auf das Gebiet
der Approximationsalgorithmen in Kapitel 6.

In einigen Fallen &3t sich auch die ,,umgekehrte” Argumentationsrichtung zeigen: Aus einem
Algorithmus A, fir das zu einem Optimierungsproblem zugehorige Entscheidungsproblem
laft sich ein Algorithmus A ., fir das Optimierungsproblem konstruieren, dessen Laufzeit-
verhalten im wesentlichen dieselbe Komplexitét aufweist. Insbesondere ist man dabel an Op-
timierungsproblemen interessiert, fur die gilt: Hat A, zur Lésung des zu einem Optimie-
rungsproblem zugehdrigen Entscheidungsproblem polynomielles Laufzeitverhalten (in der
Grofe der Eingabe), so hat auch der aus A, konstruierte Algorithmus A ,; zur Losung
des Optimierungsproblems polynomielles Laufzeitverhalten.

Ein Beispiel ist das Problem des Handlungsreisenden auf Graphen mit natirlichzahligen Ge-
wichten:

Problem des Handlungsreisenden auf Graphen mit ganzzahligen Gewichten als Opti-
mier ungsproblem

Instanz: 1. G=(V,E,w)

G =(V,E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der
Knotenmenge V ={v,,...,v,}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge
El V"V ;dieFunktion w: E® N gibt jeder Kante el E €in natirlichzahli-
ges Gewicht; esist w((i, j))=¥ fur (i,j)i E

Als ProblemgréRe wird hier der Wert k =n>B mit B =max{ dog(w(e))ylel E}
genommen, da in das Verfahren wesentlich die numerischen Grofen der bete-
ligten Kantengewichte eingeht

2. SOL(G) :{T IT= <(vi1 Vi, ) (viz Vi, ) (vin_1 Vi ) (vin Vi )> ist eine Tour durch G}

3. fur T1 SOL(G), T =({v, v, ) (v, v, )l )} (v, v, ) it die Zietfunktion

I3
1

definiert durch m(G,T) = W(Vii ,Viiﬂ)+ W(Vin ’Vil)

n-
o)
=1

4. goal =min

Losung: Eine Tour T° 1 SOL(G), die minimale Kosten (unter alen moglichen Touren durch
G) verursacht, und m(G,T*).
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Ein Algorithmus, der bei Eingabe einer Instanz G = (V, E, w)eine optimale Lésung erzeugt,
werde mit A g0y bDezeichnet. Dievon A o bel Eingabe von G ermittelte Tour mit mini-

malen Kosten sei T~ die ermittelten minimalen Kosten m'(G)
Assorr (G) = (T* ,m (G))

Das zugehorige Entscheidungsproblem lautet:

Problem des Handlungsreisenden auf Graphen mit ganzzahligen Gewichten als Ent-
scheidungsproblem

Instanz: [G, K]
G=(V,E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der
Knotenmenge V ={v,,...,v,}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge
El V'V, die Funktion w:E® N gibt jeder Kante el E ein natlirlichzahliges
Gewicht; esist w((i, j))=¥ fur (i,j)i E;
KT N.
Die ProblemgroReist k =n>B mit B = max{ dog(w(e))ylel E}.

Losung: Entscheidung ,ja‘, falls es eine Tour durch G gibt mit minimaen Kosten
m (G) £ K gibt,
Entscheidung ,,nein“, sonst.

Ein Algorithmus, der bei Eingabe einer Instanz [G, K| eine entsprechende Entscheidung fallt,
werde mit Aqq; bezeichnet. Dievon A, g, bei Eingabevon [G,K] getroffene| a/ nei n-
Entscheidung sl A genr ([G, K]) Mit Hilfe von A gy Wird ein Algorithmus A gopr ZUP

Losung des Optimierungsproblem konstruiert. Dabei wird wiederholt Binérsuche eingesetzt,
um zunéchst die Kosten einer optimalen Tour zu ermitteln.

Der Algorithmus A gy ZUr LOsung des Optimierungsproblem verwendet eine al's Pseudo-

code formulierte Prozedur A_TSPOPT. Der Eingabegraph kann wieder in Form seiner Adja-
zenzmatrix verarbeitet werden. Da Implementierungsdetails hier nicht weiter betrachtet wer-
den sollen, kdnnen wir annehmen, dal3 es zur Darstellung eines gewichteten Graphen einen
geeigneten Datentyp

TYPE gewi chteter _Gaph = .. .;

und zur Speicherung einer Tour (Knoten und Kanten) in dem Graphen einen Datentyp

TYPE tour = ...;

gibt. Der Algorithmus A oo hat folgendes Aussehen:
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Eingabe: G= (V : E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der
Knotenmenge V ={v,, ...,v. }, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge
El V’“V;dieFunktion w: E® N gibt jeder Kante el E ein natiirlichzahli-
ges Gewicht; ; esist w((i, j)) =¥ fur (i,j)i E

VAR G . gew chter_G aph;
opttour : tour;
opt : | NTEGER;

G:= G= (\/,E,W)
Verfahren:  Aufruf der Prozedur A TSPOPT (G, opt, opttour).

Ausgabe: opttour = T', d.h. eine Tour mit minimalen Kosten, opt = die ermittelten
minimalen Kosten m'(G).

PROCEDURE A TSPOPT (G . gewi chter_G aph;
{ Gaph mt natdrlichzahligen Kantengew chten }
VAR opt . | NTEGER;
{ Gewicht einer optinalen Tour }
VAR opttour : graph;
{ ermttelte Tour mt mninmlem Gew cht }

VAR s : | NTEGER

PROCEDURE TSPOPT (G . gew chter_graph;
VAR opt : | NTEGER;)
{ ermittelt imParaneter opt das Gew cht einer
optimalen Tour in G: }

VAR mn : | NTEGER
max : | NTEGER;
t : | NTEGER;

BEG N { TSPOPT }
mn := 0;
[o]

max 1= g wWe);
dE

{ Binarsuche auf demiIntervall [O..max]: }
VWH LE max - min >= 1 DO
BEG N
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_ ém n+maxuy.
g 2 W
| F ATSPENT ([G!t]): "ja“
THEN max =t
ELSE mn =t + 1;
END;

t

{ t enthalt nun das Gew cht einer optinmalen Tour in G }
opt :=t;
END { TSPOPT };

BEG N { A TSPOPT }
TSPOPT (G opt);

FOR alle el E DO
BEG N

ersetze in G das Gewicht w(e) der Kante e durch w(e) + 1;
TSPOPT (G s);
IF s > opt
THEN { es gibt keine optimale Tour in G die enicht enthalt }
ersetze in G das Gewicht w(e) der Kante e durch w(e) - 1;
END;

{ alle Kanten mt nicht erhdhten Gew chten besti nmen eine Tour
mt mnimal en Kosten }

tour := Menge der Kanten mit nicht erhdhten Gewichten und zugehérige Knoten;
END { A TSPOPT };

Der Graph G habe die ProblemgréRe k=n>B mit B=max{ dog(w(e))ylel E}. Es sei

m= é w(e). Dann sind in obigem Verfahren hdchstens dog,(m)(; viele Aufrufe des Ent-
dE

scheidungsverfahrens Ao ([G.t]) erforderlich (Binarsuche). Es gilt
dog,(m)UE log, (m) +1£ § log,(w(e) +1£ § dog,(W(e))i+1£n*>B+11 O(k?),

dE dE
d.h. gog,(mul olk?).
Falls man also weil3, dald A oy €inin der Grofde der Eingabe polynomiell zeitbeschrankter
Algorithmus ist, ist das gesamte Verfahren zur Bestimmung einer optimalen Losung polyno-
miell zeitbeschrankt.

Falls man umgekehrt weil3, dal3 es beweisbar keinen schnellen Algorithmus zur Lésung des
Problems des Handlungsreisenden auf Graphen mit ganzzahligen Gewichten als Optimie-
rungsproblem gibt, gibt es einen solchen auch nicht fur das zugehdrige Entscheidungspro-
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blem. In diesem Fall ist das Entscheidungsproblem genauso schwer zu 16sen wie das Optimie-
rungsproblem.

5.2 Komplexitatsklassen

Eine Eingabeinstanz G = (V,E,w)) des Handlungsreisenden-Minimierungsproblem besteht
aus natdrlichen Zahlen fir die Knotennummern, Paare natirlicher Zahlen fir die Kanten mit
ihren Gewichten und trennenden Klammern und dem Kommazeichen. Die Zahlen lassen sich
im Binardarstellung angeben, so dal3 man als Alphabet zur Formulierung der Eingabeinstan-
zen dieMenge S, ={0,1,(,) }E Kommazeichen wahlen kann. Als ProblemgroRe der Einga-
beinstanz wird in Kapitel 5.1 der Wert k =n>B mit B =max{ dog(w(e))ylel E} genommen,
d.h. ein Wert, der proportional zu der Anzahl an Zeichen ist, um eine Eingabeinstanz zu ko-
dieren. Dieser Ansatz berticksichtigt, dai3 fir die Berechnung der Zeitkomplexitét eines Algo-
rithmus in der Regel das uniforme Kostenkriterium zugrunde gelegt wird, die Laufzeit aber in
einigen Fallen von der numerischen Grol3e der Eingabe abhangt, so dal3 eigentlich das log-
arithmische Kostenkriterium angewendet werden mifdte. Dadurch dal3 eine numerische Ein-
gabe in der Anzahl der Zeichen, um sie darzustellen, gemessen wird, ist implizit die Laufzeit-
berechnung nach dem korrekt anzuwendenden Kostenkriterium gegeben.

Im folgenden wird (bei allgemeinen Betrachtungen) als GroRe einer Eingabeinstanz x1 S,
fir ein Entscheidungsproblem P mit der Menge L, | S, die Anzahl der Zeichen in x ge-
nommen. Die Laufzeit eines Entscheidungsalgorithmus wird dann in Abhéngigkeit von
n=|x beschrieben.
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Fir ein Entscheidungsproblem P mit der Menge L, i S, gilt L, 1 TIME(f(n)), wenn es
einen (deterministischen) Algorithmus A folgender Form gibt:

Eingabe: xI S, mit [x=n
Ausgabe: ja,fals xT L, gilt
nei n, fals xI L, gilt.

Xl Sp

ja, x1 L
Y ALt g

. » nein, xI L,

Hierbei wird die Entscheidung A, (x) nach einer Anzahl von Schritten getroffen, die in
O(f (n)) liegt.

Die Aussage , das Entscheidungsproblem P mit der Menge L, | S, liegtin TIME(f (n))*
steht synonym fir L, 1 TIME(f (n)); man sagt auch abkiirzend , das Entscheidungsproblem
P liegt in TIME(f (n))“. In diesem Sinn bezeichnet TIME(f (n)) die Klasse der Entschei-
dungsprobleme, diein der Zeitkomplexitat O(f(n)) gelost werden kénnen.

Eine entsprechende Definition gilt fur die Speicherplatzkompl exitét:

Fir ein Entscheidungsproblem P mit der Menge L, | S, gilt L, T SPACE(f(n)), wenn es
einen Algorithmus A folgender Form gibt:

Eingabe: xI S, mit [x=n

Ausgabe: ja,fals xT L, gilt
nei n, fals xI L, gilt.

Xl Sp » ja xI Ly
’ A, . » nein, xI L,

Hierbei werden zur Findung der Entscheidung A, (x) eine Anzahl von Speicherzellen ver-

wendet, diein O(f (n)) liegt.
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Die Aussage , das Entscheidungsproblem P mit der Menge L, | S, liegtin SPACE(f (n))*
steht synonym fiir L, T SPACE(f (n)); man sagt auch , das Entscheidungsproblem P liegt in
SPACE(f (n))“. In diesem Sinn bezeichnet SPACE(f (n)) die Klasse der Entscheidungs-
probleme, die mit Speicher platzkomplexitat O( f(n)) gelost werden kdnnen.

Wichtige Komplexitdtsklassen sind

die Klasse der Entscheidungsprobleme, die in einer Zeit geldst werden konnen, die pro-
portional zu einem Polynom in der Grof3e der Eingabe ist:

p=_JTME(")

k=0

Beispielsweise gibt es fir jede von einer kontextfreien Grammatik G erzeugten Sprache
L(G)I S’ ein Entscheidungsverfahren, das fur ein Wort ul S mit [u=n in O(n°)
vielen Schritten entscheidet, ob ul L(G) gilt oder nicht (vgl. Kapitel 4.4). Daher ist die
Klasse der kontextfreien Sprachen in P enthalten. Diese Inklusion ist echt, wie das Bei-
spiel der Sprache L, ={a"0"c" [n1 N,n3 1} aus Kapitel 4.1 zeigt, die in P liegt, aber
nicht kontextfrei ist.

die Klasse der Entscheidungsprobleme, die in mit einem Speicherplatzbedarf geldst wer-
den kdnnen, der proportiona zu einem Polynom in der Gréf3e der Eingabe ist:

PSPACE =| JSPACE(n")
k=0

die Klasse der Entscheidungsprobleme, die in einer Zeit geldst werden konnen, die pro-
portional zu einer Exponentialfunktion in der Gréf3e der Eingabe ist:

¥
EXP= UTIME(Z”k).
k=0

Es gilt Pi PSPACEI EXP. Die Frage, ob eine dieser Inklusionen echt ist, d.h. ob
Pl PSPACE oder PSPACE| EXP gilt, ist ein bisher ungeléstes Problem der Komplexi-
tatstheorie. Man weil jedoch, daR P1 EXP gilt.

In Kapitel 2.5 wird eine nichtdeterministische Turingmaschinen TM = (Q,S, 1,d,b, qo,qaccept)
in zundchst unterschiedlichen Modell-Sichtweisen definiert. Entweder wird die Uber-
fiihrungsfunktion als partielle Funktion der Form d:Q” S ® P(Q” (S” {L.R §})") angege-
ben; wahrend der Berechnung kann dann die Turingmaschine nichtdeterministische Schritte
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ausfuhren, indem sie bei Erreichen einer Konfiguration aus mehreren maoglichen Folgekonfi-
gurationen ,,die richtige” auswahlt. Oder die nichtdeterministische Turingmaschine wird als
deterministische Turingmaschine gesehen, die mit einem ,, Ratemodul“ ausgestattet ist, das in
nichtdeterministischer Weise zunéchst eine Zusatzinformation, deren Brauchbarkeit anschlie-
Rend mit Hilfe einer Uberfilhrungsfunktion der Form d: Q" S*® Q" (S” {L,R,S})" determi-

nistisch verifiziert wird. Diese Uberlegung fiihrte schliel¥lich auf die Definition eines Verifi-
zierers. Die Definition wird hier noch einmal wiederholt. Da hier nur entscheidbare Probleme
behandelt werden, stoppt hier der Verifizierer bei alen Eingaben.

Ein Verifizierer fur das Entscheidungsproblem P Uber einem Alphabet S, ist ein (deter-
ministischer) Algorithmus V_, der eine Eingabe x1 S, und eine Zusatzinformation (einen

Beweis) BT S; lesen kann und die Frage , xT L, ?* mit Hilfe des Beweises B entscheidet.

Die Bereitstellung des Beweises B ist nicht Aufgabe des Verifizierers, B wird von auf3en vor-
gegeben.

Ein Verifizierer V _ fur das Entscheidungsproblem P mit der Menge L, IS, ha die
Schnittstellen und die Form

Eingabe: xI'S,, BT S,

Ausgabe: j a (accept)

nei n (reject)
Bl SOI qaccept 4’] a
P Vv et ——>Nein
xl S, L Chaen
—>

Mit V__(x,B), V_ (x,B)T {j a, nei n} wird die Entscheidung von V,  bezeichnet.

Fur xT S, gilt die Entscheidung:

xI L., fals es einen Beweis B 1 S, gibt, so dal V. bei Eingabe von x und B, mit
V. (xB,)=j a stoppt;

xI L, , falls fir alle Beweise BI S; gilt: entweder stoppt V, bei Eingabe von x und B
nicht, oder V,_ stoppt mit VV,_(x,B)=nei n.
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Der Beweis BT S, den der AlgorithmusV _ zusammen mit der Eingabe x1 S, liest, wird
auf nichtdeter ministische Weise vorgegeben. Wie er zu konstruieren ist, liegt auf3erhalb des
AlgorithmusV . Der Verifizierer V,_ redlisiert daher einen nichtdeter ministischen Algo-

rithmus zur Akzeptanz (Erkennung, Entscheidung) der Menge L, | S, .

Essad f:N® N ene Funktion. Fals der nichtdeterministische Algorithmus mit Hilfe des
Verifizierers V,_ die jainein-Entscheidung bei Eingabe von xI S, mit [X=n nach einer
Anzahl von Schritten trifft, diein O(f (n)) liegt, so ist der Algorithmus (der Verifizierer V)

f (n) -zeitbeschr ankt.

Zu beachten ist, dal3 die Laufzeit des nichtdeterministischen Algorithmus bzw. die Laufzeit
des Verifizierers V_ in Abhangigkeit von der Grof3e von x1 S, gemessen wird. Natirlich
ist im Zeitaufwand, den ein Verifizierer fir seine Entscheidung bendtigt, auch die Zeit ent-
halten, um die Zeichen des Beweises B zu lesen. Ist dieser f(n)-zeitbeschrankt, so kann er
hochstens C: f (n) viele Zeichen des Beweises lesen (hierbel ist C eine Konstante). Wenn es
also iiberhaupt einen Beweis B, mitV_(x,B,)=j a gibt, dann gibt es auch einen Beweis mit
Lange £C>f(n), so dal’ man fur den Bewels gleich eine durch C> f (n) beschrankte Lénge
annehmen kann.

Fir ein Entscheidungsproblem P mit der Menge L, I S, gilt L, T NTIME(f (n)), wenn es
einen nichtdeterministischen f (n)-zeitbeschrankten Algorithmus (einen Verifizierer) zur Ak-
zeptanz von L, gibt.

Die Aussage , das Entscheidungsproblem P mit der Menge L, | S, liegtin NTIME(f (n))*
steht synonym fiir L, T NTIME(f (n)). In diesem Sinn bezeichnet NTIME(f (n)) die Klasse

der Entscheidungsprobleme, die auf nichtdeter ministische Weise in der Zeitkomplexitat
O(f(n)) gelost werden konnen.

Eine der wichtigsten Klassen, die Klasse NP der Entscheidungsprobleme, die nichtdetermini-
stisch mit polynomieller Zeitkomplexitéat gel6st werden kdnnen, ergibt sich, wenn f ein Poly-
nom ist:

¥
NP = NTIME(n* )

k=0

In Kapitel 2.5 wird gezeigt, dald eine T(n) -zeitbeschrankte nichtdeterministische Turingma-

schine durch eine O(CT‘”) )-zeitb@chrénkte deterministische Turingmaschine simuliert werden
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kann. Setzt man T(n)=*, so siet man unmittelbar, dal3 NTIME(n")i TIME(2" ) gilt. Dar-

¥ ¥
aus folgt NP =| NTIME(*)i | TIME[R" )=ExP.
k=0 k=0

Da ein polynomiell zeitbeschrankter Algorithmus A, , wie er in der Definition von P vor-

kommt, ein spezieller polynomiell zeitbeschrankter Verifizierer ist, der fur seine Entschei-
dung ohne die Zuhilfenahme eines Beweises auskommt, gilt

Pi NP.
Insgesamt ergibt sich Pi NPi EXP. Zusammen mit PI EXP fragt sich, welche der In-

klusionen echt ist. Die dabei wichtigste Frage P=NP bzw. P* NP ist bisher ungeldst (P-
NP-Problem). Vieles spricht dafiir, dal3 P NP gilt.

5.3 DieKlassen P und NP

Das vorliegende Kapitel behandelt Beispiele aus den Klassen P und NP.

Zur Verdeutlichung des Unterschieds zwischen P und NP werden die entsprechenden Defini-
tionen der beiden Klassen noch einmal gegentibergestellt:

Ein Entscheidungsproblem P mit der Menge L, | S, liegtin P, wenn es einen Algorithmus
A, und ein Polynom p(n) gibt, so da3 ein Entscheidungsverfahren fur P folgende Form
hat:

Eingabe: xI S, mit [x=n
Ausgabe:  Entscheidung , x1 L, “, fals A_(x)=j a gilt,
Entscheidung , x1 L, “, falls A_(x)=nei n gilt.

Hierbei wird die Entscheidung A (x) nach einer Anzahl von Schritten getroffen, diein
O(p(n)) liegt.

x1 S,

ja, xI L
M AL P [ P

—» nein, xI L,
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Ein Entscheidungsproblem P mit der Menge L, | S, liegt in NP, wenn es einen Verifizie-
rer V,_ und ein Polynom p(n) gibt, so dai3 ein Entscheidungsverfahren fir P folgende Form
hat:

Eingabe: xI S, mit [x=n

Ausgabe: Entscheidung , x L, “, fallseseinen Beweis B, T S gibt mit |B,| £ C xp(n)
und V,_(x,B,)=j a;
Entscheidung , xI L, “ fallsfir alle Beweise BI S, mit
B[ £Cxp(n)gilt: V_(x,B)=nein.

Hierbei wird die Entscheidung V,_ (x,B) nach einer Anzahl von Schritten getroffen, diein
O(p(n)) liegt.

Bl SO', L »ja, xI L,
x1 S, Vi, p(N) . » nein, xI L,
—

Umgangssprachlich kann man die Klassen P und NP etwa folgendermal3en beschreiben:

Die Klasse P ist die Klasse der Entscheidungsprobleme, fir die bel Vorgabe einer Instanz in
polynomieller Zeit (in Abhangigkeit von der Grof3e der Instanz) entschieden wird, ob die
Instanz eine das Problem definierende Eigenschaft besitzt oder nicht.

Die Klasse NP ist die Klasse der Entscheidungsprobleme, fir die bel Vorgabe einer Instanz
und eines Beweises, der zeigen soll, dal3 die Instanz eine das Problem definierende Eigen-
schaft besitzt, der Beweisin polynomieller Zeit (in Abhangigkeit von der Grolie der Instanz)
verifiziert werden.

Man kann die Klassen P bzw. NP auch durch deterministische bzw. nichtdeterministische Tu-
ringmaschinen charakterisieren.

Ein Entscheidungsproblem P mit der Menge L, I S, liegt in P, wenn es eine deterministi-
sche Turingmaschine TM _ gibt, die bei Eingabe eines Wortes xI S, entscheidet, ob x1 L,

gilt oder nicht. Diese Entscheidung wird in p, Qx|) vielen Schritten getroffen, wobei p,_ ein
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Polynom mit p,_(n)3 nist. Ist xI L, dann stoppt TM_ im Zustand 0. (»ja-Zustand”,
.jarEntscheidung®). Ist xI L, , dann befindet sich TM _ nach hdchstens p,_ Qx|) in einem
Zustand Q' Oy, fUr den es keinen Nachfolgezustand gibt. Dann stoppt TM_ in einem

nichtakzeptierenden Zustand (,, nein-Zustand“, , nein-Entscheidung*). Man kann dartiber hin-
aus annehmen, dal3 TM_ nur ein Band besitzt, da jede k-DTM durch eine 1-DTM simuliert

werden kann; diese Simulation ist von der Ordnung O(pﬁp (n)), also wieder polynomiell zeit-
beschréankt, so daf3 man fur die weiteren Betrachtungen dann das Polynom C prp (n) anstelle
von p,_ (n) nimmt. Da TM_ also nicht mehr als p,_ Qx|) viele Schritte ausfuhrt, werden von

TM,_ auch hochstens nur die Zellen mit den Nummern 1, ..., p Qx|)+1 besucht.

Ein Entscheidungsproblem P mit der Menge L, | S, liegt in NP, wenn die soeben be-
schriebene Turingmaschine mit einer nichtdeterministischen Uberfulhrungsfunktion arbeitet.
Legt man dabei das in Kapitel 2.5 beschriebene Nichtstandardmodell einer Turingmaschine
TM, mit Ratemodul zugrunde, dann kann man annehmen, dal3 das Band von TM _ beidsei-

tig unbegrenzt ist; das Eingabewort x belegt anfangs die Zellen mit den Nummern 1, ..., ¥, in

Zelle 0 wird eine linke Markierung # geschrieben. Die Zellen mit negativen Nummern werden
vom Ratemodul zur anfanglichen Erzeugung eines Beweises verwendet, der dann anschlie-
Bend deterministisch verifiziert wird. In diesem Fall besucht TM _ hdchstens die Zellen

- Py, Qx|) 0,1, .., P, Qx|)+1.

Die Arbeitsweise eines nichtdeterministischen polynomiellen Entscheidungsal gorithmus kann
man durch einen ,normalen* deterministischen Algorithmus simulieren. Es ist jedoch bisher
keine Simulation bekannt, die dabei in polynomieller Zeit arbeitet. Genauer gilt:

Satz 5.3-1:
Fir jedes Entscheidungsproblem P mit der Menge L, | S, aus NP mit Verifizierer

V., und polynomieller Zeitkomplexitét p(n) gibt es einen deterministischen Algo-
rithmus A, der fir jedes xT S, mit x| = nentscheidet, ob xI L, gilt oder nicht und

die Zeitkomplexitat O(p(n) %™ ) besitzt.,

Die Aussage ,,P = NP* wirde bedeuten, dal es fir jedes Problem P aus NP mit poly-
nomiell zeitbeschranktem Verifizierer V,  sogar einen polynomiell zeitbeschrankten

deterministischen Algorithmus A gibt, der dasselbe Ergebnis wie V  liefert. Das

bzw. die Unméglichkeit einer derartigen Simulation sind jedoch nicht bekannt.
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Beweis;

Der folgende Pseudocode fir A, beschreibt die wesentlichen Aspekte der Simulation:
Bemerkung: Ein Beweis B, den der Verifizierer liest, ist ein Wort iber einem Alphabet S, .

FUNCTION A (X);

VAR n : | NTECER;
I ng : | NTEGER;
B . Sy

antwort : BOOLEAN
weiter : BOOLEAN

BEG N
n = sze(X); { G 06Re der Eingabe }
I ng =C* p(n); { maxi mal e Ladnge ei nes Bewei ses }
antwort : = FALSE;
weiter = TRUE;

VWH LE weiter DO
| F (essind bereits alle Worter aus S, mit Lange £ | ng erzeugt worden)
THEN weiter := FALSE

ELSE
BEG N
B: = néchstes Wort aus S, mit Lange £ | ng;
IF V,(x,B)=ja
THEN BEG N
antwort := TRUE;
wei ter = FALSE;
END;
END;

CASE antwort OF
TRUEE : A, (x):=]a
FALSE : AP(X)Z: nein;
END;

END;

Graphisch &% sich die Simulation folgendermalien darstellen:
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Erzeugung aler Beweise
BT s, mit |B|£ p(x|

—p| Sind bereits alle derartigen Be-

welse erzeugt? ein
Fdlsja =y
Falls nein: néchsten Xl Lp
Beweis B erzeugen
; ja ja
! xI L >
x| Sy ) y VLP! p(n) | P
nel n

P

I

¥
Einige Beispiele fir Probleme aus der Klasse P = UTIME(n") wurden bereits in den vorhe-
k=0

rigen Kapiteln behandelt. Dazu gehort das Problem, festzustellen, ob zwischen zwei Knoten
eines gewichteten Graphen ein Pfad mit minimalem Gewicht existiert, das eine vorgegebene
Schranke nicht Gberschreitet.

Entscheidungsprobleme leiten sich hdufig von Optimierungsproblemen ab. Leider stellt sich
heraus, dal3 fir eine Vielzahl dieser Entscheidungsprobleme keine Losungsalgorithmen be-
kannt sind, die polynomielles Laufzeitverhalten aufweisen. Das gilt insbesondere fir viele
Entscheidungsprobleme, die zu Optimierungsproblemen gehoren, die fir die Praxis relevant
sind (Problem des Handlungsreisenden, Partitionenproblem usw.). Fir diese (Optimierungs-)
Probleme verfigt man meist Uber deterministische Ldsungsalgorithmen, deren Laufzeitver-
halten exponentiell in der Grol3e der Eingabe ist, bzw. man kann den Nachweis erbringen, dal3
die zugehdrigen Entscheidungsprobleme in NP liegen. Derartige Verfahren werden a's prak-
tisch nicht durchfihrbar (intractable) angesehen, obwohl durch den Einsatz immer schnellerer
Rechner immer grofRere Probleme behandelt werden konnen. Es stellt sich daher die Frage,
wieso trotz intensiver Suche nach polynomiellen Losungsverfahren derartige schnelle Algo-
rithmen (bisher) nicht gefunden wurden. Seit Anfang der 1970'er Jahre erklart eine inzwi-
schen gut etablierte Theorie, die Theorie der NP-Vollstandigkeit, Ursachen dieses Phano-
mens. Eine Einfuhrung in diese Theorie gibt Kapitel 5.4.
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Ein wichtiges Beispiel fur Probleme auf der Grenze zwischen P und NP ist das Problem der
Erflillbarkeit Boolescher Ausdriicke (siehe Kapitel 1.1).

Das folgende Entscheidungsproblem liegt in P:
Erfullende Wahrheitsbelegung (erfSAT)

Instanz: [F, f]
F ist ein Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform mit der Variablenmenge
V={x,...x} , f:V®{TRUEFALSCH ist eine Belegung der Variablen mit

1 Np

Wahrheitswerten.
Losung: Entscheidung ,ja‘, fals die durch f gegebene Belegung dem Ausdruck F den Wahr-
heitswert TRUE gibt,

Entscheidung ,, nein®, sonst.

Ein Losungsalgorithmus setzt einfach die in der Eingabe-Instanz [F, f| gelieferte Belegung f

in die Formel F ein und ermittelt den Wahrheitswert der Formel gemal3 den Auswertungsre-
geln fr die beteiligten Junktoren.

Das folgende Entscheidungsproblem liegt in PSPACE:

Erfullbarkeitsproblem fir Boolesche Ausdriicke in konjunktiver Normalform (CSAT)

Instanz: F
F ist ein Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform mit der Variablenmenge
Vv :{ Xpyeens xn} :

Losung: Entscheidung ,.ja*, falls es eine Belegung der Variablen von F gibt, so dal3 sich bei
Auswertung der Formel F der Wahrheitswert TRUE ergibt,
Entscheidung ,,nein“, sonst.

CSAT liegt in PSPACE (und damit in EXP). Fir den Beweis genuigt es zu zeigen, dal? nach-

einander alle méglichen 2" Belegungen der n Variablen in einer Eingabe-Instanz F mit einem
Speicherplatzverbrauch von polynomiell vielen Speicherzellen erzeugt, in die Formel F ein-
gesetzt und ausgewertet werden konnen.

Esist nicht bekannt, ob CSAT in P liegt (vieles spricht dagegen).
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Die Probleme erf SAT mit einer Eingabeinstanz [F, f] und CSAT mit einer Eingabeinstanz F
unterscheiden sich grundsétzlich dadurch, dal? bei ersterem in der Eingabeinstanz [F, f] eine
wesentliche Zusatzinformation, namlich eine potentiell erfillende Belegung f der Variablen
vorgegeben ist, die nur noch daraufhin Uberprift werden muf3, ob sie wirklich die in der Ein-
gabeinstanz enthaltene Formel F erfillt. Zur Entscheidung, ob eine Eingabeinstanz F von
CSAT erfillbar ist, mul? also entweder eine erfillende Belegung f konstruiert bzw. aufgrund
geeigneter Argumente die Erfillbarkeit gezeigt werden, oder es muf3 der Nachweis erbracht
werden, dal3 keine Belegung der Variablen von F die Formel erflllt. Wenn dieser Nachwelis
nur dadurch gelingt, da alle 2" moglichen Belegungen Uberprift werden, ist mit eéinem po-
lynomiellen Entscheidungalgorithmus nicht zu rechnen. Intuitiv ist diese Entscheidungsauf-
gabe also schwieriger zu bewéltigen, weil weniger Anfangsinformationen vorliegen, als le-
diglich die Verifikation einer potentiellen Ldsung.

Eine einfache Uberlegung zeigt, daR CSAT in NP liegt. Ein Verifizierer fir CSAT arbeitet
wie folgt: Er erhdlt mit einer Eingabeinstanz f (mit n Variablen) fur CSAT als Zusatzinforma-
tion eine Belegung B, der Variablen in f. Wenn f erfillbar ist, nimmt man fir B, gerade &-

ne erfullende Belegung. Wenn f nicht erfillbar ist, liefert keine Belegung B, der Variablen

den Wahrheitswert TRUE. Der Verifizierer Uberpruft lediglich (auf deterministische Weise) in
O(n) vielen Schritten, ob sich der Wert TRUE ergibt, wenn man die in B; vorkommenden

Wahrheitsheitswerte in f einsetzt; in diesem Fall wird f akzeptiert, ansonsten nicht. |nsgesamt
liegt polynomielles Laufzeitverhalten vor.

Dabei diesem Verfahren nicht wesentlich eingeht, ob f in konjunktiver Normalform vorliegt,
sondern lediglich, ob f ein korrekter Boolescher Ausdruck und erfullbar ist, ergibt sich, daf3
auch das folgende allgemeinere Problem SAT in NP liegt.

Erfullbarkeitsproblem fir Boolesche Ausdriickein allgemeiner Form (SAT)

Instanz: F
F ist ein Boolescher Ausdruck mit der Variablenmenge V ={ x,..., x } .

Losung: Entscheidung ,.ja*, falls es eine Belegung der Variablen von F gibt, so dal3 sich bei
Auswertung der Formel F der Wahrheitswert TRUE ergibt,
Entscheidung ,,nein“, sonst.

SAT liegt in NP.

Schrankt man das Problem CSAT auf digenigen Booleschen Ausdriicke in konjunktiver
Normalform ein, in denen jede Klausel genau 2 Literale enthdlt, so erhdlt man das Problem 2-
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SAT. Entsprechend ist 3-SAT dadurch definiert, dal3 hier jede Klausel genau 3 Literale ent-
halt.

Erfullbarkeitsproblem fir Boolesche Ausdriicke in konjunktiver Nor malform mit genau
2 Literalen pro Klausel (2-CSAT)

Instanz: F
F =F U..UF_ ist ein Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform mit der

Variablenmenge V ={ x, ..., x,} mit der zusétzlichen Eigenschaft, daR jedes F, ge-

3 N\

nau zwei Literale enthélt.
Losung: Entscheidung ,,ja*, falls es eine Belegung der Variablen von F gibt, so dal3 sich bei

Auswertung der Formel F der Wahrheitswert TRUE ergibt,
Entscheidung ,, nein®, sonst.

Man kann zeigen, dal3 2-SAT in P liegt:

Satz 5.3-2:
Ist F eine Instanz fir 2-CSAT mit n Variablen und m Klauseln, dann liefert das be-
schriebene Verfahren mit der Prozedur Erfuel | barkeit 2CSAT eine korrekte
jalnein-Entscheidung. Die (worst-case-) Zeitkomplexitét des Verfahrens ist von der
Ordnung O(n>m). Dieser Aufwand ist polynomiell in der GréRe der Eingabe.

Beweis;

Ein Algorithmus zur Ermittlung einer erfiillenden Belegung kann etwa nach folgender Strate-
gie vorgehen:

Man nehme eine bisher noch nicht betrachtete Klausel F, =(y, Uy,) von F. Falls eines der

Literale wahrend des bisherigen Ablaufs bereits den Wahrheitswert TRUE erhalten hat, dann
wird F, aserfillt erklért. Falls eines der Literale, etwa y,, den Wert FALSE hat, dann erhélt

das Literal y, den Wahrheitswert TRUE und @y, den Wahrheitswert FALSE. F gilt dann als
erfullt. Dabei kann jedoch ein Konflikt auftreten, namlich dal3 ein Literal durch die Zuwei-
sung einen Wahrheitswert bekommen soll, jedoch den komplementaren Wahrheitswert bereits
vorher erhalten hat. In diesem Fall wird die vorherige Zuweisung riickgangig gemacht. Falls
es dann wieder zu einem Konflikt mit diesem Literal kommt, ist die Formel nicht erfillbar.




5.3 DieKlassen Pund NP 177

Der folgende Pseudocode-Algorithmus implementiert diese Strategie; aus Grinden der Les
barkeit wird auf die exakte Deklaration der lokalen Variablen und der verwendeten Datenty-
pen und auf deren I|mplementierung verzichtet.

Algorithmus zur Losung des Erfullbarkeitsproblems fiir Boolesche Ausdriicke in kon-

junktiver Normalform mit genau 2 Literalen pro Klausel (2-CSAT)

Eingabe: F=FU..UF,
F ist ein Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform mit der Varia-
blenmenge V ={ x,,...,x,} mit der zusétzlichen Eigenschaft, daR jedes F ge-
nau zwei Literale enthélt, d.h. jedes F, hat dieForm F, =(y, Uy, )
size(F)=n.
Der Datentyp
TYPE KNF_typ = .. .;
beschreibe den Typ einer Formel in konjunktiver Normalform, der Datentyp
TYPE Literal _typ = ...;
den Typ eines Literals bzw. einer Variablen in einem Booleschen Ausdruck.
VAR F © KNF_typ;
Ent schei dung : Ent schei dungs_typ;
F:= FU..UF,
Verfahren:  Aufruf der Prozedur
Er f uel | bar kei t _2CSAT (F, Entscheidung);
Im Ablauf der Prozedur werden Variablen Wahrheitswerte TRUE bzw. FALSE
zugewiesen. Zu Beginn des Ablaufs hat jede Variable noch einen undefinierten
Wert; in diesem Fall wird die Variable a's,,noch nicht zugewiesen" bezeichnet.
Jede Klausel F, von F gilt zu Beginn des Prozedurablaufs als ,, unerflllt“ (da
ihren Literalen ja noch kein Wahrheitswert zugewiesen wurde). Sobald einem
Literal in Fder Wahrheitswert TRUE zugewiesen wurde, gilt die Klausel als
Lerfullt”.
Ausgabe: Ent schei dung = j a, falsF erflllbar ist,
Ent schei dung = nei n sonst.
PROCEDURE Er f uel | barkeit 2CSAT (F : KNF_typ;
VAR Ent schei dung: Ent schei dungs_typ) ;
VAR C SET OF KNF_typ;
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Vv : SET OF Literal _typ;
X : Literal _typ;
firstguess : BOOLEAN,

BEG N { Erfuel |l barkeit_ 2CSAT }
{ F= FU..UF,}
C:= {Fl,..., Fm};
erklére alle Klauseln in C a's unerfillt;

V : = Mengederin Fvorkommenden Variablen;
erklare alle Variablen in V als nicht zugewiesen;

VWH LE (V enthdlt eine Variable x) DO
BEG N
X .= TRUE;
firstguess : = TRUE;
VWH LE (C enthdt eine unerfillte Klausel F, :(yil inz), wobel mindestens einem
Literal ein Wahrheitswert zugewiesenist) DO
BEG N
IF (y, = TRUE) R (Y, = TRUF)

THEN erklére F, als erfillt
ELSE IF (Y, = FALSE) AND (Y, = FALSE)

THEN BEGQ N
I F NOT firstguess
THEN BEGQ N
Ent schei dung : = nein;
Exi t
END
ELSE BEG N
erklare alle Klauseln in C als unerfillt;
erklére alle Variablenin vV als nicht zugewiesen;
X : = FALSE;
firstguess : = FALSE;
END;
END
ELSE BEG N

|F y, = FALSE
TRUE

THEN 'y,

ELSE y, := TRUE

erklare F, aserfllt;
END;
END { WHI LE C enthdlt eine unerfillte Klausel };
entferne aus C die erfiillten Klauseln;
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entferne aus V die Variablen, denen ein Wahrheitswert zugewiesen wurde;

END { WH LE V enthdlt eine Variable x} ;
Ent schei dung : = j a;

END { Erfuell barkeit_2CSAT };
I

Fiur das zu 2-CSAT analoge Problem 3-CSAT der Erfiillbarkeit, bei dem jede Klausel genau 3
Literale enthdlt, ist kein polynomielles Entscheidungsverfahren bekannt. Es wird vermutet,
dai3 es auch kein derartiges Verfahren gibt. Natirlich liegt 3-CSAT in NP.

Im folgenden werden einige wenige Beispiele fir Probleme P aus NP aufgefihrt, von de-
nen nicht bekannt ist , ob siein P liegen. Dabel wird fir Instanzen x1 S, jeweils der Beweis
B, 1 S; angegeben, den der Verifizierer zur j a/ nei n-Entscheidung heranzieht. Die Angabe
von B, erfolgt informell, sie mul3 entsprechend (beispielsweise in eine bindre Zeichenkette)
Ubersetzt werden. Mit size(x) wird die Grof3e einer Eingabeinstanz angegeben.

Erflllbarkeitsproblem fir Boolesche Ausdriicke in konjunktiver Normalform (CSAT)

bzw. Boolescher Ausdriicke in allgemeiner Form (SAT):

Instanz: F ist ein Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform bzw. in allgemei-
ner Form mit der Variablenmenge V ={ x,,...,x,}; size(F)=n

Beweis: B. ist eine 0-1-Folge der Lange n

Arbeitsweise des Verifizierers: Der i-te Wert in B. wird as Belegung von x. interpre-

tiert, und zwar wird der Wert 0 in FALSE und der Wert 1 in TRUE Ubersetzt.
Die so entstehende Belegung der Variablen wird in F eingesetzt und die For-
mel ausgewertet. Falls sich bei dieser Auswertung von F der Wert TRUE ergibt,
wird j a ausgegeben, ansonsten nei n.

Problem des Handlungsrei senden:

Instanz:  [G,K], G =(V,E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph
mit der Knotenmenge V ={v,, ...,v, }, bestehend aus n Knoten, und der Kan-
tenmenge E1 V7V ; die Funktion w: E® R,, gibt jeder Kante el E €n
Gewicht; KT R.,; size([G,K])=k =n>B mit B = max{ dog(w(e))y|el E}

Bewels: By ist eine Permutation der Zahlen 1, ..., nin Bindrkodierung (mit Lange in
O(nxog(n)))

Arbeitsweise des Verifizierers: Uberprifung, ob die Permutation B €ine Rundreise in

G beschreibt, deren Gewicht £ K ist. In diesem Fall wird j a ausgegeben, an-
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sonsten nei n. Mit Binarsuche 183 sich sogar in polynomieller Zeit Uberprifen,
ob es eine Rundreise mit minimalen Gewicht £ K gibt.

Partitionenproblem:
Instanz: |1 ={a,,...,a }
| ist eine Menge von n natirlichen Zahlen; size(l)=nxog,(B) mit

B =max{ dog(a ){li =1,...,n}
B, ist eine Teilmenge von {1..,n} in Bindrkodierung (mit L&nge in

O(nxog(n)))

Arbeitsweise des Verifizierers: Uberpriifung, ob é a = é a; gilt. In diesem Fall wird
i, ii By

Bewes:

j a ausgegeben, ansonsten nei n.

0/1-Rucksackproblem:

Instanz: | = (A M)
A={a,..,a,} ist eine Menge von n natirlichen Zahlen; MT N;

size(1) = nxog, (B) mit B =max({ dog(a)y|i =1,...,n}E {1og(M })

Beweis: B, ist eine 0-1-Folge x,,..., X, (mit Lénge n)

Arbeitsweise des Verifizierers: Uberpriifung, ob g x *a =M gilt. In diesem Fall wird

i=1

j a ausgegeben, ansonsten nei n.

Problem der { 0,1}-Linearen Programmierung
Instanz; lA,B,C,KJ, Al Z™ ist eine ganzzahlige Matrix mit m Zeilen und n Spalten,
bl z™ ist ein ganzzahliger Vektor, ¢1 N" ist ein nichtnegativer ganzzahliger
Vektor, KT N, size([AB,éJ)=k=m><n><B mit
B= max{éog(e)meT AUel bUel 6}
Beweis: B[A,B,C] ist eine 0-1-Folge der Lange n (fir den Vektor X)
Arbeitsweise des Verifizierers: Uberpriifung, ob fur X = B[A,B,C] die Bedingungen Axx3 b

und é_ C, % £ K gelten. In diesem Fall wird j a ausgegeben, ansonsten nei n.

i=1





