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Eingabe: Eine kNDTM TM =(Q,S,|,d,b,q0, ) mit einer platz-konstruierbaren

qaccept

Speicherplatzkomplexitét S(n) und ein Wort wi 1™ mit [w{=n

Verfahren:  Aufruf der Funktion space_Si nul ation (TM, w)

Ausgabe: TRUE, falls wl L(TM), FALSE sonst.

Die Funktion space_Si nmul at i on wird in Pseudocode beschrieben; sie besitzt zwei For-
malparameter TMund w, Uber die die Beschreibung einer k-NDTM und ein Eingabewort fir
diese Turingmaschine eingegeben werden. Innerhalb von space_Si nul ati on wird eine
Funktion t est verwendet, die als Parameter zwei Konfigurationen K1 und K2 und eine na-
trlicheZahl i hat. Auf die genaue syntaktische Spezifikation soll hier verzichtet werden.

FUNCTI ONspace_Simul ation (TM :
w : ...) : BOCOLEAN

VAR Kf
KO : ...;
K : BOOLEAN;

FUNCTION test (K1 :...;
K2 : ...;
i : INTEGER) : BOOLEAN;
VAR resultat : BOOLEAN

K3 .
BEG N { test }
resultat := FALSE;
IFi =1 THEN BEG N
|F (K1Pb K2) OR (K1 = K2)
THEN resultat := TRUE;
END
ELSE BEG N
Fir jede Konfiguration K3 = (g,@y.i,),... @.i,))
mit [a,|£S(n) und 1£i; £S(n) DO
BEG N
resultat := test (K1, K3, (i+1l) DV 2)
AND
test (K3, K2, i DV 2);
IF resultat = TRUE THEN Br eak;
END;
END;
test := resultat;

END { test };
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BEG N { space_Sinul ation }

KO <= (g (W (D). (e:1)
X : = FALSE;
FOR_EACH Endkonfiguration Kf = (g, ,(a1,|a1|+1),...,(ak,|ak|+1)) mi t ‘aj‘£8(n)
DO BEG N
OK := test (KO, Kf, c3™);
| F OK THEN Br eak;
END;
space_Simul ation := OK;

END { space_Sinulation };

Eine genauere Untersuchung der Aufrufe der rekursiven Funktion t est zeigt, dal3 bel jedem
Aufruf innerhalb von t est der dritte Parameter im wesentlichen halbiert wird. Der maximale
Wert des dritten Parameters isti = ¢ . Daher werden zu keinem Zeitpunkt der (rekursi-
ven) Abarbeitung von t est mehr als 1+log(gc” (Ji O(S(n)) viele Aktivierungsrecords auf

dem Stack benétigt. Jeder Aktivierungsrecord hat eine Groéf3e der Ordnung O(S(n)), so daf3
der Speicherplatzbedarf von der Ordnung O(S?(n)) ist. ///

Der Begriff des Nichtdeterminismus 183t sich auf Algorithmen (formuliert als Programm in
einer Programmiersprache, vgl. Kapitel 2.3) tbertragen und fihrt auf die Definition eines
nichtdeter ministischen Algorithmus unter Einsatz eines Verifizierers. In Kapitel 1.3 und
Kapitel 2.1 wird ein Algorithmus fur ein Entscheidungsproblem wie folgt definiert (da der
Algorithmus a's Programm in einer Programmiersprache beschrieben wird, handelt es sich um
einen deterministischen Algorithmus).

Ein deterministischer Algorithmus A fur ein Entscheidungsproblem P mit der Menge

L, I S, hat die Schnittstellen und die Form
Eingabe: xS,
Ausgabe: j a (accept), falls x1 L, gilt

nei n (reject), falls xI L, gilt
falls A _ bei einer Eingabe x1 S, nicht halt, gilt ebenfalls xI L, .
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x1 SP Oaccept ——pj a, x1 Lo

A qreject ————pnein, XT LP
L

P

stoppt nicht xI L,

Ein Verifizierer fur das Entscheidungsproblem P Uber einem Alphabet S, ist ein deter-
ministischer Algorithmus V,_, der eine Eingabexi S, und eine Zusatzinformation (einen

Beweis) BT S, lesen kann und die Frage , x1 L, ?* mit Hilfe des Beweises B entscheidet.
Die Bereitstellung des Beweises B ist nicht Aufgabe des Verifizierers, B wird ,,von auf3en*
vorgegeben. Eventuell stoppt der Verifizierer bei Eingabevon x1 S, nicht. Der Verifizierer

reprasentiert also die Verifikationsphase im Nichtstandardmodell einer nichtdeterministi-
schen Turingmaschine; der erforderliche Beweis wird zuvor vom Ratemodul auf nichtdeter-
ministische Weise erzeugt.

Ein Verifizierer V_ flr das Entscheidungsproblem P mit der Menge L, I S, hatdie
Schnittstellen und die Form

Eingabe: xI'S,, Bl S,

Ausgabe: j a (accept), falls x1 L, gilt
nei n (reject), falls xI L, gilt.
falls V_ bei einer Eingabe xI S, nicht halt, gilt ebenfalls x1 L, .

BT S’; qaccept 4>j a, XT LP
Orjet ——»nein, xI L,
< Vv,
Xl Sp i
— Py
stoppt nich xI L,

Fdls V, bei Eingabe von xI S, stoppt, wird mit V,_(x,B), V,_(x,B)T {j a, nei n}, die

Entscheidung von V, = bezeichnet.
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Ein nichtdeterministischer Algorithmus A, flr ein Entscheidungsproblem P hat die

Form
BT Sz) qaccept i a, XT LP
Ratemodul |———p _ .
R v Urgject »nein, XI L,
x1 S, x1 S, e
p Pyl ?
A, stoppt nich{ X1 L,

Esgilt also fur xT S :

xI L., falls es einen Beweis B 1 S, gibt, so dal V., bei Eingabe von x und B, mit
V. (xB,)=j a stoppt;

xI L, , falls fir jeden Beweis BT S; gilt: entweder stoppt V| bei Eingabe von x und B
nicht, oder V,_ stoppt mit VV,_(x,B)=nei n.

Beispid:
Erfullbarkeit Boolescher Ausdr licke

Nicht jeder Boolesche Ausdruck, selbst wenn er syntaktisch korrekt ist, ist erfillbar. Mit Hilfe
eines deterministischen Algorithmus kann man bespielsweise die Erflllbarkeit eines Boole-
schen Ausdrucks F mit n Variablen dadurch testen, dal3 man systematisch nacheinander alle
2" moglichen Belegungen der Variablen in F mit Wahrheitswerten TRUE bzw. FALSE er-
zeugt. Immer, wenn eine neue Belegung generiert worden ist, wird diese in die Variablen ein-
gesetzt und der Boolesche Ausdruck ausgewertet. Die Entscheidung, ob F erflllbar ist oder
nicht, kann u.U. erst nach Uberprifung aller 2" Belegungen erfolgen. Das Verfahren ist daher

von der Ordnung O(2").

Ein nichtdeterministischer Algorithmus wirde bei Eingabe eines Booleschen Ausdrucks F mit
n Variablen (in geeigneter Kodierung) in Phase 1 zun&chst nichtdeterministisch eine 0-1-
Folge der Lange n erzeugen, die einer Belegung der n Variablen entspricht. In Phase 2 wird
dann diese Belegung in F eingesetzt, F ausgewertet und die Entscheidung ,F ist erflllbar”
genau dann getroffen, wenn bel dieser Auswertung der Wahrheitswert TRUE entsteht. In Pha-
se 1 kann, falls F erflllbar ist, in der Tat eine erfillende Belegung der Variablen von F er-
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zeugt werden. Das geht nicht, wenn F nicht erfllbar ist; in diesem Fall kann in Phase 1 eine
beliebige 0-1-Folge erzeugt werden, die, eingesetzt in die Variablen von F, stets den Wahr-
heitswert FALSE ergibt.

Ein Verifizierer zur Uberpriifung der Erfillbarkeit eines Booleschen Ausdrucks F mit n Va-
riablen erhélt als Eingabe den Ausdruck F in geeigneter Kodierung und als Beweis B. eine
0-1-Folge der Lange n, die als Belegung der Variablen in F interpretiert wird. Der Verifizierer
setzt die Belegung in die Variablen von F ein. Falls F mit B erfullbar ist, trifft der Verifizie-
rer die Entscheidung j a, sonst nei n.

Der Verifizierer fur das Erfillbarkeitsproblem kdnnen so entworfen werden, dal3 er ein Lauf-
zeitverhalten der Ordnung O(n) hat. Insgesamt ist die Laufzeit dieses nichtdeterministischen
Algorithmus aso von der Ordnung O(n) . Esist nicht bekannt, ob es einen deterministischen
Algorithmus gibt, der die Erfullbarkeit Boolescher Ausdriicke mit einem Laufzeitverhalten
der Ordnung O(p(n)) mit einem Polynom p testet.
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3 Grenzen der Berechenbarkeit

In Kapitel 2 werden zwei Ansétze vorgestellt, um Berechenbarkeit zu modellieren. Beide
Modelle haben sich a's aquivalent erwiesen in dem Sinn, dal? die Fahigkeit, etwas zu berech-
nen, beiden Modellen in gleicher Weise zukommt. Selbst das Konzept des Nichtdeterminis-
mus erweitert nicht die Berechenbarkeit, da nichtdeterministisches Verhalten deterministisch
simuliert werden kann, auch wenn dabel die Dauer einer Berechnung exponentiell wéachst.
Von den Modellen, die in Kapitel 2 behandelt werden, zeichnet sich das Modell der Turing-
maschine aufgrund seiner Einfachheit und Universalitédt und nicht zuletzt aus historischen
Grinden gegeniiber den anderen Modellen aus.

Im folgenden wird unter dem Begriff Turingmaschine eine k-DTM verstanden (siehe Kapitel
2.1) mit einer dem jeweiligen Problem angemessenen geeigneten Anzahl k an Béandern.

Essei S einendliches Alphabet und L1 S'. Die Menge L heif’t rekursiv aufzahlbar, wenn
es eine Turingmaschine TM gibt mit L =L(TM).

Die Bezeichnung rekursiv aufzahlbar leitet sich aus der Tatsache her, dal3 eine von einer Tu-
ringmaschine akzeptierte Menge L1 S’ durch eine totale (d.h. tiberall definierte) berechenba-
re Funktion ,, aufgezahit“ werden kann. Genauer:

Satz 3-1:
Li S mit Lt A& ist genau dann rekursiv aufzahlbar, wenn es eine totale berechenbare

Funktion h:(SE{0,1,#}) ® S gibtmit L=h(SE{0,1,#]})).

Die Funktion h ,zéhlt L rekursiv auf* (erzeugt L).

Beweis;

Diese Aussage enthdlt zwei , Richtungen”, deren Beweise beide eine genauere Betrachtung
verdienen:

Die eine, Richtung” dieser Aussage, ndmlich der Nachweis der Existenz einer totalen und be-
rechenbaren Funktion h:(SE{0,1,#}) ® S' mit L=h((SE{0,1,#}) ), d.h. einer Funktion
h, die L aufzahlt, wird folgendermaf3en bewiesen. Wegen L ! /& gibt esein Wort w,1 L. Da

L as rekursiv aufzdhlbar angenommen wird, gibt es eine Turingmaschine TM mit
L=L(TM). Eswird eine Turingmaschine TM ¢ angegeben, die zwel Bander mehr als TM
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besitzt (ndmlich ein zusétzliches Eingabeband und ein Ausgabeband), bei jeder Eingabe
stoppt und die gesuchte Funktion h: (SE{0,1,#}) ® S’ berechnet:

Bei Eingabe von wi (SE{0,1,#}) priift TM ¢ zunéchst, ob w die Form w = u#hin(i) mit
ul S’ und der 0-1-Folge bin(i) hat. Falls nicht, schreibt TM ¢ das Wort w, auf sein Ausgar
beband und stoppt. Falls w diese Form hat, schreibt TM ¢ den Teil u auf das 1. Band von T™M
und simuliert das Verhalten von TM fir hdchstens i viele Schritte. Falls TM das Wort u inner-
halb dieser Schrittzahl akzeptiert, wird u auf das Ausgabeband geschrieben, und TM ¢ stoppt.
Falls TM das Wort u innerhalb dieser Schrittzahl nicht akzeptiert, schreibt TM ¢ das Wort w,
auf sein Ausgabeband und stoppt. Es sei h die von TM € berechnete Funktion. Dann gilt
L=h(sE{0,1,4}))):

Ist namlich ul L, dann akzeptiert TM das Wort in einer endlichen Anzahl i von Schritten.
Mit w=u#bin(i) gilt h(w) = u. Das bedeutet Li h((SE{0,1,#})).

Ist umgekehrt ul h((SE{0,1,#})), etwa u=h(w) fur ein Wort wi (SE{0,1,#})", dann
ist entweder u=w, oder w=u#bin(i) und TM ¢ hat hochstens i viele Schritte von TM simu-

liert und dabei ul L festgestellt. In beiden Fallenistalso ul L, d.h. h((SE{0,1,#)))i L.

Zum Beweis der anderen ,Richtung® der Aussage wird angenommen, dal3
L=h((SE{0,1,#})') mit einer totalen und berechenbaren Funktion h gilt, und es ist zu zei-
gen, dal3 es eine Turingmaschine TM gibt, die genau L akzeptiert:

Bei Eingabe von wi S° verhdt sich TM wie folgt. TM erzeugt ale Worter
ul (SE{0,1,#}) inlexikographischer Reihenfolge. Sobald ein Wort u erzeugt ist, berechnet
TM den Wert h(u) . Gilt h(u) =w, so stoppt TM und akzeptiert w. Andernfalls wird das nach-
ste Wort u erzeugt. Esl&f% sich L=L(TM) zeigen:

It wi L, dannist nach Voraussetzung w = h(u) fiir eéin Wort ul (SE{0,1,#}) . Da |u < ¥
ist, findet TM dieses Wort u (bei der Erzeugung aler Worter in lexikographischer Reihenfol-
ge. Da h total und berechenbar ist, kann TM den Wert h(u) ermitteln und feststellen, daf3
h(u) = w gilt. Daher wird wvon TM akzeptiert, d.h. L1 L(TM).

Ist wi L, dann gilt firr jedes ul (SE{0,1,#}): h(u)* w. Dann stoppt TM bei Eingabe von
wnicht, d.h. wi L(TM). Daher gilt L(TM) 1 L./

In Kapitel 1.1 wurde der Begriff der Abzéhlbarkeit definiert: Eine Menge M ist abzahlbar un-
endlich, wenn es eine bijektive Abbildung f:N® M gibt, d.h. M ={ f(i)[iT N}, und jedes
Element mi M trégt eine eindeutige Nummer i: m= f (i). Die Elemente von M konnen mit
nattirlichen Zahlen durchnumeriert bzw. indiziert werden. Ersetzt man in dieser Definition
den Begriff , bijektiv* durch ,total und berechenbar“ und N durch (SE{0,1,#}) , so kommt
man auf den Begriff der rekursiven Aufzdhlbarkeit. Fur eine rekursiv aufzéhlbare Menge L
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gilt L=h((SE{O,1,#})*) mit einer totalen und berechenbaren  Funktion

h:(SE{0,1,#}) ® S'. Die Elemente ul L koénnen aus Elementen gewonnen werden, die

als Zusatzinformation eine obere Schranke fur die Schrittzahl enthalten, die eine Turingma-
schine benétigt, um das jeweilige Wort zu akzeptieren.

Die Buchstaben des endlichen Alphabets S:{ao, --’%\.1} einer Turingmaschine lassen sich

as Zeichenkette Uber dem Alphabet {0, 1} kodieren: der Buchstabe a, hat dabei die Kodie-
rung bin(a, ). Ein Wort w=a, ...a, kann man dann zunichst in bin(a, }#...#bin(a_ J# umset-
zen und dann die darin vorkommenden einzelnen Zeichen aus {0, 1, #} in eine 0-1-Folge, wie
es etwa in Kapitel 2.4 beschrieben wurde, umkodieren. Entsprechend kann man Paare (w, v)
von Worten w=a, ...a, und v=ND, ...b,, zun&chst in

(bin(a, J#...#bin(a, J## bin(b, J#...#bin(b, }#) umsetzen und die darin vorkommenden Zei-
chenaus{ O, 1, # (,) } @nlich wiein Kapitel 2.4 in eine 0-1-Folge umkodieren. Je nach An-
wendung soll es daher erlaubt sein, daf eine Turingmaschine Eingaben der Form wi S, aber
auch Eingaben der Form (w,v)] S S’ verarbeitet. Letztlich lassen sich diese aus Paaren
bestehenden Eingaben mit ,,normalen® 0-1-Folgen identifizieren.

Der obige Satz kann dann auch so formuliert werden:

Satz 3-2:
Li S mit Lt /& ist genau dann rekursiv aufzahlbar, wenn es eine totale berechenbare

Funktion h:{0,1}' ® S' gibt mit L=h{{0,1} ).

Die Funktion h ,zéhlt L rekursiv auf* (erzeugt L).

Im folgenden wird die Klasse der Sprachen, die von Turingmaschinen erkannt werden, d.h.
die Klasse der rekursiv aufzéhlbaren Sprachen, genauer beschrieben. Es ist klar, dal3 jede re-
kursiv aufzéhlbare Menge Uber einem Alphabet S endlich oder abzéhlbar unendlich ist:

Satz 3-3:
Die Klasse der rekursiv aufzahlbaren Mengen tber e@nem Alphabet S ist in der Klasse

abzahlbaren Teilmengenvon S enthalten.

Es fragt sich, ob umgekehrt jede abzéhlbare Teilmenge von S bereits rekursiv aufzahlbar ist.
Folgende Uberlegungen zeigen, daR diese Frage verneint werden muf.
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Zu jeder rekursiv aufzshlbaren Teilmenge von S gibt es nach Definition eine Turing-
maschine, die die Menge akzeptiert. Natlrlich kann eine rekursiv aufzahlbare Menge von ver-
schiedenen Turingmaschinen akzeptiert werden. Andererseits ist jede von einer Turingma-
schine akzeptierte Menge rekursiv aufzdhlbar. Daher gibt es hochstens so viele rekursiv auf-

zéhlbare Teilmengen von S™ wie Turingmaschinen mit dem Alphabet S. Die Menge der Tu-
ringmaschinen mit dem Alphabet S ist abzadhlbar; denn jede Turingmaschine TM [&3 sich

mit Hilfe der injektiven Funktion code auf ein endlich langes Wort code(TM) tiber { 0,1} ab-
bilden, siehe Kapitel 2.4). Satz 1.1-4 sagt aus, dald es (iberabzahlbar viele Teilmengen von S’
gibt. Daher existieren auch nicht-rekursiv aufzahlbare Teilmengenvon S’

Eine derartige nicht rekursiv aufzahlbare Teilmenge von S’ kann auch konstruktiv durch eine
Technik angegeben werden, die man als Diagonalisierung bezeichnet. Der Einfachheit halber

soll hier S={0,1} angenommen werden. Die Elemente von S’ ={0,1}* werden in lexiko-
graphischer Reihenfolge aufgezahit:

Nummeri | wort w7 {0,1} |Nummeri| wort w T {01}
0 e 11 100
1 0 12 101
2 1 13 110
3 00 14 111
4 01 15 0000
5 10 16 0001
6 11 17 0010
7 000 18 0011
8 001 19 0100
9 010 20 0101
10 011

Das i-te Wort w. kann a's Eingabe flr eine Turingmaschine mit Eingabeal phabet {0, 1} und
auch, falls VERIFIZIERE_TM (w; ) = TRUE gilt, als dievon w; kodierte Turingmaschine K,

interpretiert werden (siehe Kapitel 2.4). Es 183 sich daher eine Matrix M definieren, deren
Zeilen und Spalten mit den Wortern w, markiert sind. Die Zeilenmarkierung w, stellt ein der-

artiges Eingabewort fur eine Turingmaschine dar, die Spaltenmarkierung w,; bezeichnet
eventuell die Turingmaschine KWi . Im Schnittpunkt der i-ten Zeile von M mit der j-ten Spalte
wird entweder der Wert O oder der Wert 1 eingetragen, und zwar so, dal3 dort

10 for VERIFIZIERE_TM(w,)=FALSEoderw, i L(K, )

11 fur VERIFIZIERE_TM (w, )=TRUEund w; T L(Kwiw)l
steht. Da die ersten Spaltenmarkierungen w,, w;, Ww,, ... nicht sinnvolle Turingmaschinen
kodieren, enthélt die Matrix M im linken Tell nur die Eintrage O.
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Satz 3-4:
Die MengeMenge L, i {0,1}" sei definiert durch:
Esist wi L, genau dann, wenn w=w, ist (das i-te Wort in der lexikographi-
schen Reihenfolge) und M in der i-ten Zeile und i-ten Spalte den Eintrag O hat.
Dann gilt:
Die so definierte Menge L, ist nicht rekursiv aufzahlbar, d.h. es gibt keine Turingma:
schine TM mit L(TM) =L,

Beweis;
Offensichtlichist L, * 4.

Angenommen, L, ist rekursiv aufzéhlbar. Dann gibt es eine Turingmaschine TM mit
L(TM) =L, . Die Kodierung dieser Turingmaschine sei w;, d.h. TM =K, und L, = L(KWI).
Giltnun w, T L, ?Fals w, 1 L, gilt, dann enthdlt nach Definition von L, die Matrix M in der
i-ten Zeile und i-ten Spalte den Eintrag 0. Nach Definition von M und wegen
VERIFIZIERE _TM(w; )= TRUE bedeutet das aber: w1 L(K,, ), aso w;i L,. Dieser Wi-
derspruch erlaubt nur die Alternative w, I L,. Nach Definition von L, enthélt die Matrix M

in der i-ten Zeile und i-ten Spalte den Eintrag 1. Das bedeutet nach Definition von M:
w1 L(KW) und damit w, T L,. Dieser Widerspruch zeigt, dai? die urspriingliche Annahme,

dal’ L, rekursiv aufzahlbar sei, falschist. ///

3.1 Eigenschaften rekursiv aufzéhlbarer und rekursiver Mengen

In Kapitel 2.1 wurden bereits einige Eigenschaften rekursiv aufzéhlbarer Mengen angegeben:

Satz 3.1-1:

1. Sind LI S und L,i S rekursiv aufzéhlbar, dann sind auch L EL, und
L, C L, rekursiv aufzahlbar. Die Klasse der rekursiv aufzahlbaren Mengen uber &-
nem endlichen Alphabet S ist abgeschlossen gegentiber Vereinigung- und Schnitt-
bildung.

2. lst Li S rekursiv aufzahlbar, dann ist nicht notwendigerweise auch S™ \ L rekur-
siv aufzahlbar. Die Klasse der rekursiv aufzéhlbaren Mengen Uber einem endlichen
Alphabet S ist nicht abgeschlossen gegeniiber Komplementbildung.

Die Gultigkeit der 2. Aussage ergibt sich aus den folgenden Sétzen 3.1-4 und 3.1-6.
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Die Menge L1 S" werde von der k-DTM TM akzeptiert. Wird wi L auf das Eingabeband
von TM gegeben, dann halt TM nach endlich vielen Schritten im Zustand g, an. Wird ein

Wort wmit wi S’ \ L auf das Eingabeband gegeben, dann hélt TM eventuell nicht an. Es wé-
re natlrlich wiinschenswert, dal3 TM auch in diesem Fall anhdlt, z.B. im Zustand Q4 , der

ausdrtickt, daB wi L gilt. Gibt es also zu jeder von einer Turingmaschine TM akzeptierten
Sprache Li S eine Turingmaschine TM ¢ mit L(TM =L und der Eigenschaft, dal3 TM ¢

bei jedem Wort wi S’ anhalt: im Zustand Olaccept » fAllS WI L ist, und im Zustand 0., , falls

wi L ist (nichtstoppende Berechnungen kommen nicht vor)? Diese Frage fuhrt auf die fol-
gende Definition:

Die Menge L1 S™ heift entscheidbar (oder rekursiv), wenn es eine Turingmaschine TM
gibt mit der Eigenschaft:
TM stoppt bei jeder Eingabe wi S', und TM akzeptiert w genau dann, wenn wi L ist.

In praktischen Anwendungen sind die entscheidbaren Mengen gerade digjenigen Sprachen,

mit denen man ,umgehen® kann. Denn man mochte ja bei Eingabe von wi S’ in einen Ent-
scheidungsalgorithmus nach endlicher Zeit die Frage gekléart haben, ob w eine spezifizierte
Eigenschaft hat, d.h. ob wi L ist, oder nicht. Ist L entscheidbar, 14t sich diese Entscheidung
definitiv herbeifiihren. Bel einer rekursiv aufzahlbaren Menge L und einer passenden Turing-
maschine (Entscheidungsverfahren), der man eine Eingabe wi S’ vorgelegt hat und die be-
reits einige Rechenschritte vollzogen hat, ohne bisher eine Entscheidung zu treffen, kann man
nicht sicher sein, ob Uberhaupt jemals eine Entscheidung getroffen wird (vgl. dazu Satz 3.1-
4).
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Satz 3.1-2:

1.

Jede entscheidbare Menge ist rekursiv aufzahlbar.
Die Klasse der entscheidbaren Mengen Uber einem endlichen Alphabet S ist in der
Klasse der rekursiv aufzéhlbaren Mengen Uber diesem Alphabet enthalten.

Jede endliche Menge ist entscheidbar.

Ist LI S entscheidbar, dannist auch S’ \ L entscheidbar.
Die Klasse der entscheidbaren Mengen Uber einem endlichen Alphabet S ist abge-
schlossen gegentuiber Komplementbildung.

Sind L1 S und L,i S entscheidbar, dann sind auch LEL, und L, CL, ent-
scheidbar.

Die Klasse der entscheidbaren Mengen Uber einem endlichen Alphabet S ist abge-
schlossen gegentiber Vereinigung- und Schnittbildung.

Essei f:S ® S¢ einetotale und von einer Turingmaschine berechenbare Funkti-

. -1
on. Ist L& S¢ entscheidbar, dannist auch (L9 entscheidbar.

Essei h:S ® S¢ eine totale und von einer Turingmaschine berechenbare Funkti-
on. Fur die Sprachen L1 S" und L¢i S¢ gelte die Eigenschaft
wi LU h(w)T L¢

Ist LC entscheidbar, dann ist auch L entscheidbar.
Ist L nicht entscheidbar, dann ist auch L¢ nicht entscheidbar.

Ist LC rekursiv aufzahlbar, dann ist auch L rekursiv aufzahlbar.

Bemerkung: Man sagt in diesem Fall, da3 L auf L¢ reduzierbar sai und schreibt
dafir L £ LC,

Beweis;

Zul. DieAussage ergibt sich direkt aus der Definition.

Zu2. lst L={w,,...,w,} eineendlicheMenge, Li S', soist eine auf allen Eingaben wi S’

stoppen Turingmaschine TM anzugeben, die genau dann im akzeptierenden Zustand
halt, wenn w mit einem der endlich vielen Werte in L Gbereinstimmt. Es ist also eine
Turingmaschine zu definieren, die das (Pseudocode-) Statement
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CASE w OF
w,: accept;

w_: accept;

n
ELSE rej ect;
END;

realisert.

Zu3. Essei TM eineauf alen Eingaben wi S™ stoppende Turingmaschine mit L =L(TM).
Man kann annehmen, dal3 TM den akzeptierenden Zustand 0, hat, der erreicht

wird, wenn wi Lgilt, und den verwerfenden Zustand 0,4, hat, wenn wi L ist. Eine

auf alen Eingaben wi S stoppende Turingmaschine TM ¢ mit L(TM § =S"\L erhélt
man aus TM, indem man die Rollen von g, und ¢4 Vertauscht.

Zu 4. Diese Aussage wird genauso gezeigt wie bei rekursiv aufzahlbaren Mengen.

Zu5. Es s TMC eine auf alen Eingaben ul S¢ stoppende Turingmaschine mit
L(TM O = LC. Die Funktion f:S ® S¢ werde durch die Turingmaschine TM ;. be-

rechnet. Durch Hintereinanderschalten von TM; und TM ¢ erhé&lt man eine Turingma-

schine TM, die auf alen Eingaben wi S’ stoppt (weil f total ist und TM ¢ auf allen
Eingaben stoppt) und fir die

L(TM) = F(Ld={ w| f (w)] L$ gilt

wl S f(w)1 S¢ Chcoas
TM ; ' qa(\ccept >
° Orgect
™

N ~ N -1
Zu 6. Ausder Eigenschaft wi LU h(w)i L¢folgt h(Lg=L. Mit 5. ergibt sich die Aussage
Uber die Entscheidbarkeit von L. Auf dhnliche Weise wird die Aussage tber die rekur-
sive Aufzahlbarkeit gezeigt (im vorherigen Bild wird dazu nur der mit Q. mar-

kierte Ausgang betrachtet). ///
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Satz 3.1-3:
Die Klasse der entscheidbaren Mengen ist eine echte Untermenge der Klasse der
rekursiv aufzahlbaren Mengen.

Dazu ist mindestens ein Beispiel einer rekursiv aufzahlbaren Menge, die nicht entscheidbar
sind, anzugeben. Dieses kann konstruktiv geschehen:

Zur Erinnerung (siehe Kapitel 2.4): Fir ein Wort wi {0,1} ist VERIFIZIERE_TM(w) =
TRUE genau dann, wenn w die Kodierung einer Turingmaschine ist. Die
durch w kodierte Turingmaschine wird mit K, bezeichnet.

Die zum Halteproblem gehérende Sprache L, | {0,1,#} wird definiert als die Menge

ul {0,4f',wi {0,1}',VERIFIZIERE _TM (W) = TRUE und!

L, = % u#wW _—
f K., stoppt bei Eingabe vonu

Esaqilt:

Satz 3.1-4:
L,, ist rekursiv aufzahlbar, aber nicht entscheidbar.

Insbesondere heif¥t das: es gibt keine immer anhaltende Turingmaschine TM mit akzeptieren-
dem Zustand 0., und nicht-akzeptierendem Zustand g4, mit folgender Eigenschaft: Bel

Eingabe von u#w stoppt TM im akzeptierenden Zustand Q. , fdls K, auf u stoppt, und
TM stoppt im nicht-akzeptierendem Zustand g, , falls K, auf u nicht stoppt.

Beweis;

Um die rekursive Aufzdhlbarkeit von L, zu zeigen, ist eine Turingmaschine TM mit
L(TM) =L,, anzugeben. TM ist eine einfache Modifikation der in Kapitel 2.4 beschriebenen

universellen Turingmaschine UTM: Man kann annehmen, dal3 UTM nur ein Band hat und &-
nen akzeptierenden Zustand 0., und einen nicht-akzeptierenden Zustand g, besitzt.

Kommt UTM in einen dieser beiden Zustéande, stoppt UTM. Eventuell stoppt UTM jedoch bei
einer Eingabe nicht. Es wird ein neuer Zustand Oy e 1N TM eingefiihrt und die Uberfiih-

rungsfunktion d;,, von UTM so gedndert, da? noch eine Uberfihrung in den Zustand

O accepe QUSQEfUNIT wird, wenn UTM in 0, Oder 04 kommt. Dazu wird d,, um die

Ze' len dUTM ( qaccept ! a) = ( qTM ,accept ? (a’ S)) Und dUTM ( qreject ’ a) = ( qTM ,accept ? (a’ S)) fur Jedes
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Symbol a aus dem Arbeitsal phabet von UTM erweitert. Eine Eingabe u#wi {0,1,#} fir TM
wird in UTM eingegeben. Ist u#wi L(UTM), d.h. VERIFIZIERE. TM(w) = TRUE und
ul L(K,), dann stoppt UTM im Zustand 0., , und TM geht in den Zustand und stoppt; ist
u#wl L(UTM), weil UTM in den Zustand 04, kommt, dann geht TM ebenfalls in den Zu-

stand Gy acee UNd stoppt. Offensichtlich gilt L(TM) =L, .

ul L(K,)
u #W qg@@ - b Grm Laccept

—» Oy 4>>;_>
qreject

UTM

stoppt nicht ™

Zum Bewels der Nichtentscheidbarkeit von L, wird wieder die Methode der Diagonalisie-
rung eingesetzt:

Angenommen, es gibt eine auf alen Eingaben zi {0,1,#} stoppende Turingmaschine TM
mit L(TM) =L, . Dann wird TM leicht abgewandelt zu einer Turingmaschine TM ¢, die wie
folgt arbeitet: TM ¢ liest eine Eingabe wi { 0,1} und erzeugt mit einer Kopie von w das Wort

wHw. Dann verhdlt sich TM ¢ wie TM bel Eingabe von w#w. Falls TM im akzeptierenden Zu-
stand .. Stoppt, geht TM Cin einen neuen Zustand ¢ Gber und stoppt nicht3. Falls TM im

nicht-akzeptierendem Zustand g4, Stoppt, dann stoppt TM ¢; dabei ist esirrelevant, ob TM ¢
in einem akzeptierenden oder einem nicht-akzeptierenden Zustand stoppt.

WHW Clageess ——»>
. »| Erzeugungvon — q,

| =

oppt nicht
™ Orgject >

L(TM) =L, STOP

TM (

31st TM C eine k-DTM mit der Uberfulhrungsfunktion d ¢, dann ist
d{q.a,,..a)=(q¢(a,s)..(,.9) firal s,..als.
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Falls TM existiert, dann auch TM ¢, und zwar mit einer Kodierung ui { 0,1}, d.h. TM (=K.

Nun gibt es zwel Alternativen: TM ¢ stoppt auf der eigenen Kodierung u, oder TM ¢ stoppt auf
der eigenen Kodierung u nicht. Im ersten Fall ist u#ul L,, ; nach Definition von L,, stoppt

K, =TM C bei Eingabe von u nicht. Dieser Widerspruch 183t nur die zweite Alternative zu;
das bedeutet aber u#ul L, , also stoppt K, =TM( bei Eingabe von u. Beide Alternativen
flhren auf einen Widerrspruch. Daher existiert TM nicht. ///

Die zum Halteproblem mit leerem Eingabeband gehtrende Sprache L, 1 {0,1} wird
definiert als die Menge
L, = {w‘ wi {0, ,VERIFIZIERE _TM (w) = TRUE und K, stoppt bei leerem Eingabeband}.

Satz 3.1-5:
L,,, ist rekursiv aufzahlbar, aber nicht entscheidbar.

Beweis;

Man zeigt, da3 L,, nach L, reduzierbar ist, d.h. dal3 L, £L, gilt. Dazu ist eine totale und

berechenbare Funktion h:{0,1,# ® {0,1}" anzugeben, fir die zi L, genau dann gilt,
wenn h(2)1 L, ist. Aus Satz 3.1-2, Teil 6 folgt dann die Aussage des Satzes.

zu ul {0,3}" und wi {0,4" mit VERIFIZIERE_TM(w) = TRUE s& TM,,,, eine Turingma-
schine, die folgendes Verhalten aufweist: TM,, startet mit leerem Eingabeband und erzeugt
dasWort ul {0,1". Dann simuliert TM,,,, das Verhdltenvon K. Die Kodierung von ™,
sei v. Esgilt vi {0, und VERIFIZIERE_TM(V) = TRUE.

» Erzeugung von ———»| K,

Mit Hilfe eines entsprechenden Algorithmus, eines , Turingmaschinengenerators®, kann man
bei Vorgabe von u und w die Kodierung v von TM,,, auf deterministische Weise erzeugen.

Die Funktion h wird definiert durch
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{014 ® {07

N

i

.I' . ~ * A *

. | =

i : Code(TMUW) fals z=u#wmitul {0,1} und wi { 0,2}
h-t i " undVERIFIZIERE _TM (w) = TRUE

I : 1 sonst

i i

Dieseist total und berechenbar. Nach Definition von L, gilt:
u#wl L, U K, stoppt bei Eingabe von u

U T™™,, =K, stoppt bei leerem Eingabeband

U h(u#w)=v und v L, ./l

Eine Charakterisierung der Entscheidbarkeit einer Menge liefert der folgende Satz:

Satz 3.1-6:
EineMenge L1 S ist genau dann entscheidbar, wenn sowohl L als auch das Komple-
ment S™ \ L von L rekursiv aufzshlbar sind.

Beweis:
Auch dieser Satz beinhaltet wieder zwel ,, Richtungen*:

Ist dieMenge L1 S’ entscheidbar, dann ist sie rekursiv aufzahlbar. Satz 3.1-2 Teil 3. besagt,
daR mit L auch S'\L entscheidbar und damit rekursiv aufzahlbar ist.

Gilt umgekehrt fir eine Menge L1 S, daR mit ihr auch das Komplement S™\L rekursiv auf-
zéhlbar ist, dann gibt es zwei Turingmaschinen TM, und TM, mit L=L(TM,) und S'\L =
L(TM,). Aus diesen beiden Turingmaschinen wird durch Parallelschaltung eine auf alen

Eingaben wi S" stoppende Turingmaschine TM konstruiert, die w genau dann akzeptiert,
wenn wi L gilt. Dabei wird eine dhnliche Konstruktion gewahlt, wie sie zum Nachweis der
Abgeschlossenheit der rekusiv aufzahlbaren Mengen beziglich Vereinigungshildung angege-
ben wurde (Kapitel 2.1):
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ql,accept wl L

—» tho Qaccept
ql,reject
™,

stoppt nicht

wi S

wi S'\L
q
N qz,o 2,accept qreject

q2,reject

™,

stoppt nicht ™

Es gilt fir wi S": Ist wi L, dann stoppt TM, im Zustand O e UN damit stoppt TM im
Zustand Qg - ISt WI L, dann stoppt TM, im Zustand 0, .., Und damit stoppt TM im Zu-
stand 0,4 - Da entweder wi L oder wi L gilt, stoppt TM bei allen Eingaben wi S™ und
akzeptiert genau die Menge L. ///

Die oben aufgefiihrte zum Halteproblem gehdrige Menge L,, ist rekursiv aufzahlbar, aber

nicht entscheidbar. Das Komplement von L,,, die Menge {0,1,# \L,, , kann daher nicht re-

kursiv aufzéhlbar sein. Daher ist die Klasse der rekursiv aufzdhlbaren Mengen gegentiber
Komplementbildung nicht abgeschlossen (dasist Satz 3.1-1 Tell 2.).

Da die Rollen von L und S'\L im letzten Satz ,, symmetrisch* sind, ergibt sich als Konse-
quenz:

Essei LI S'. Danngilt

Satz 3.1-7:
Entweder

1. sowohl L asauch S™\ L ist entscheidbar

oder

2. weder L dsnoch S\ L ist entscheidbar

oder

3. entweder L oder S™\ L ist rekursiv aufzéhlbar, aber nicht entscheidbar, und die je-
weils andere Menge ist nicht rekursiv aufzahlbar.
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Die Klasse der rekursiv aufzéhlbaren Mengen Uber einem Alphabet S ist eine echte Tellklas-
sevon P(S*). Die Klasse der entscheidbaren Mengen Uber S ist echt enthalten in der Klasse
der rekursiv aufzéhlbaren Mengen. Es stellt sich die Frage, ob man mit Hilfe eines durch eine
Turingmaschine definierten algorithmischen Verfahrens die Klasse der entscheidbaren bzw.
die Klasse der nicht-entscheidbaren Mengen erkennen kann oder wenigstens rekursiv aufzah-
len kann. Genauer: Es wird danach gefragt, ob es eine Turingmaschine gibt, die die Kodie-
rungen aler derjenigen Turingmaschinen erzeugt (rekursiv aufzahlt), deren akzeptierte Spra-
chen gerade die entscheidbaren bzw. nichtentscheidbaren Mengen sind. Leider ist das nicht
maoglich, wie folgender Satz zeigt:

Satz 3.1-8:
Esseien
L, :{w‘wi {0,1f',VERIFIZIERE _TM (W) = TRUEund L(K , )ist entscheidbar} und
L. :{w‘wi {0, VERIFIZIERE _TM (W) = TRUEund L(K, )ist nicht entscheidbar}.

Dann ist weder L, noch L, rekursiv aufzahlbar (und damit auch nicht entscheidbar).

Beweis;

Es wird die von der universellen Turingmaschine UTM akzeptierte Sprache

b :L(UTM):%U#WbIIEIR{’I%I]iII’EVI;:E{_?I\Jj (;N):TRUEunduT L(KW)EI (0,14 herangezo-
gen. L, ist rekursiv aufzéhlbar, aber nicht entscheidbar. Daher ist das Komplement
L, ={0,1,# \L,, nicht rekursiv aufzahlbar. Es |& sich zeigen, daR L, £L, gilt; das
Aussehen der dabei beteiligten totalen und berechenbaren Funktion h:{0,1,# ® {0,2}
wird im folgenden skizziert. Aus Satz 3.1-2 Teil 6. folgt, dafd L, nicht rekursiv aufzahlbar ist.

Der Beweisfur L, verlauft analog.

Ahnlich wie oben wird zu ul {0,2}" und wi {0,2}" mit VERIFIZIERE_TM(w) = TRUE mit
Hilfe eines deterministisch arbeitenden Turingmaschinengenerators eine Turingmaschine
T™,,, konstruiert, die wie folgt arbeitet:

Bei Eingabe von zi {0,1,#" wird die Eingabe zunéchst nicht beriicksichtigt, sondern T™M
verhdlt sich wie K, auf der Eingabe u. Falls ul L(K,,) festgestellt wird, simuliert TM,,, das

Verhalten von UTM auf der Eingabe z Die Kodierung von TM, sei v. Esgilt v {0,4 und

VERIFIZIERE_TM(v) = TRUE. Das Wort v ist deterministisch berechenbar, da nur Beschrei-
bungen von Turingmaschinen zusammengestel It wurden.
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ul {0,1 Qaccet Orm,, , accept  f——

ZT { O, 1, #}* hid Gurm ,accept

UTM

. jLUT™)=L,, fdlsul L(K,)ist
E | = =9 " v
sgit L(K.) =L, i /E falsul L(K,)ist

Bemerkung: Offensichtlich ist L(K,) genau dann entscheidbar, wenn ui L(K
dannist L(K,)=4. Fur ul L(K,) ist L(K,)=L
entscheidbar.

) ist; denn
und diese Menge ist nicht

w

uni ?

Essei w,i {0,1" die Kodierung einer Turingmaschine mit L(KWO):{O,]}*. Esist wyi L,.
Die gesuchte Funktion h wird definiert durch
{014 o {07

N

i

.I' . ~ * -~ *

. | =

i : Code(TMUW) fals z=u#wmitul {0, und wi { 0,2}
h-} i " undVERIFIZIERE _TM (w) = TRUE

I Tw, sonst

| |

T 1

Wie obige Ausfiihrungen zeigen, ist hist total und berechenbar. AulRerdem gilt
zl L,, U zhat nicht dieForm z= u#wmit ul {0, und wi {0,2}'
oder VERIFIZIERE_TM(w) = FALSE
oder zi L,,,d.h. ui L(K,).
In den ersten beiden Fdlen it h(2=w,, aso h(z)T L,. Im ditten Fal ist

uni

h(z) = code(TMu,W)=v und nach obiger Bemerkung und nach Definition von L_: h(2)T L.,
insgesamt also zI L,, U h(2)1 L, und damitist L, £ L, gezeigt. ///

Ahnlich verhalt es sich mit den totalen berechenbaren Funktionen. Firr ein Wort wi {0,1}

s f, :{0,1} ® {0,1} dievon der Turingmaschine K,, berechnete Funktion. Dann gilt:
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Satz 3.1-9:
Die Menge L, :{w| f isteine totaleFunktion} ist nicht rekursiv aufzahlbar.

Im folgenden wird nach einem algemeinen algorithmischen Verfahren gefragt, das einer
Turingmaschine irgendeine nichttriviale Eigenschaft ansieht. Unter einem algorithmischen
Verfahren ist hierbei eine auf alen Eingaben (entweder akzeptierend oder nicht akzeptierend)
stoppende Turingmaschine zu verstehen. Der Begriff , nichttriviale Eigenschaft® wird wie
folgt definiert:

Eine Menge Li {0,4' von Kodierungen von Turingmaschinen heif}t nichttriviales Ent-
scheidungspr oblem Uber Turingmaschinen, wenn gilt:

(i) L1 A&
(i) L enthdt nicht die Kodierungen aller Turingmaschinen
(i) fur zwel Turingmaschinen TM, und TM,,, die durch w, bzw. w, kodiert werden,

dh. ™M, =K,, und T™, =K, , impliziert L(TM,)=L(TM,): Es gilt w,1 L genau

dann, wenn w, T L gilt.

Die Frage nach der Entscheidbarkeit eines nichttrivialen Entscheidungsproblems L tber
Turingmaschinen lautet dann in unterschiedlichen &guivalenten Formulierungen:
Ist L entscheidbar?
Gibt es ein agorithmisches Verfahren, das bei Eingabe eines Wortes wi {0,1}" nach
endlich vielen Schritten entscheidet, ob wi L gilt oder nicht?
Gibt es ein algorithmisches Verfahren, das bei Eingabe der Beschreibung einer Turingma-
schine nach endlich vielen Schritten entscheidet, ob die Kodierung der Turingmaschine
zu L gehdrt oder nicht?
Die Turingmaschinen, deren Kodierungen zu L gehdren, haben ale eine durch L beschrie-
bene Eigenschaft E, . Gibt es ein algorithmisches Verfahren, das bei Eingabe einer
Turingmaschine nach endlich vielen Schritten entscheidet, ob die Turingmaschine
die Eigenschaft E, aufweist oder nicht?
Kann man mit Hilfe eines algorithmischen Verfahrens entscheiden, ob eine Turingma-
schine eine definierte Eigenschaft E, aufweist oder nicht?
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Beispiele nichttrivialer Entschel dungsprobleme:

1. L :{ w|die durch w kodierte Turingmaschine K, berechnet eine konstante Funktion } ; das

Entscheidungsproblem lautet: Ist es entscheidbar, ob eine Turingmaschine eine konstante
Funktion berechnet?

2. Essa g eine Turingberechenbare Funktion.

L :{ w|die durch w kodierte Turingmaschine K, berechnet eine mit g identische Funktion };
das Entscheidungsproblem lautet: Ist es entscheidbar, ob die von einer Turingmaschine
berechnete Funktion mit g Ubereinstimmt?

3. L ={ w|fir die durch wkodierte Turingmaschine K , gilt L(K, )= /&}; das Entschei-
dungsproblem lautet: Ist es entscheidbar, ob die von einer Turingmaschine akzeptierte
Menge leer ist?

4. L, ={ w]fir die durch wkodierte Turingmaschine K, gilt L(K,)* £}; das Entschei-
dungsproblem lautet: Ist es entscheidbar, ob die von einer Turingmaschine akzeptierte
Menge mindestens ein Wort enthalt?

5. L ={ w]fir die durch wkodierte Turingmaschine K , gilt : L(K , )istendlich }; das Ent-
scheidungsproblem lautet: Ist es entscheidbar, ob die von einer Turingmaschine akzep-
tierte Menge endlich ist?

6. Essei L, {0,1} eineentscheidbare Menge und
L ={ w]|fur die durch wkodierte Turingmaschine K, gilt : L(K, ) =L, }; das Entschei-
dungsproblem lautet: Ist es entscheidbar, ob eine Turingmaschine die Menge L, akzep-
tiert?

Satz 3.1-10:
Jedes nichttriviale Entscheidungsproblem L1 { 0,4} tber Turingmaschinen ist nicht

entscheidbar.

Beweis;

Es wird gezeigt, dal entweder L, £L oder L, £{0,2}'\L gilt. Da L, nicht entscheidbar

ist, ist im ersten Fall L nicht entscheidbar (Satz 3.1-2 Teil 6.), im zweiten Fall ist { 0,2} \L
nicht entscheidbar und damit auch L nicht (Satz 3.1-2 Teil 3.).

Der Beweis folgt dem gleichen Schemawie die Beweise der Sétze 3.1-5 und 3.1-8:

Esss TM, eine Turingmaschine mit L(TM,) =/ und w, = code(TM,), d.h. TM, =K, . Es

werden die beiden Félle
1. Fal: w1 L und
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2. Fl: w,l L
unterschieden.

Zum 1. Fal (w,1 L):

Nach obiger Bedingung (ii) gibt es eine Turingmaschine TM mit Kodierung wi {0,1}" und
Wi L.Eswird dieGiiltigkeit von L, £{0,1} \L gezeigt, indem eine totale und berechenbare
Funktion h:{0,3}’ ® { 0,1} angegeben wird, fiir die h1 L, U hi {0,'\L U hi L gilt.

Essei wi {0,4}' mit VERIFIZIERE_TM(w) = TRUE. Mit Hilfe eines deterministisch arbei-
tenden Turingmaschinengenerators wird aus w eine Turingmaschine TM, konstruiert, die wie
folgt arbeitet:

Bei Eingabe von yi {0, wird die Eingabe zunéchst nicht beriicksichtigt, sondern ™M,
simuliert das Verhalten von K, bei leerem Eingabeband. Falls K, stoppt, wirdyin TM ein-
gegeben, und TM , simuliert das Verhaten von TM auf der Eingabe y. Die Kodierung von

T™,, sei v. Esgilt vi {0, und VERIFIZIERE_TM(v) = TRUE. Das Wort v ist determini-
stisch berechenbar, da nur Beschreibungen von Turingmaschinen zusammengestellt wurden.

qaccept qTM w.accept ——p

- . K
yl { 0, 1} W qm,accept

Man sieht:

L(KV):L(TMW):%L(TM) fals wl LH0 |§
e sonst

Die Funktion h wird definiert durch:

o1 ® {01
:%W o | code(TM,,) falsVERIFIZIERE_TM (w) = TRUE
{ W, sonst

h

Die Funktion h ist total und berechenbar. Aufferdem ist diese Funktion fir den Nachweis der
Relation L, £{ 0,1} \L gesignet:
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Ist wi L,,, dann ist (nach Definition von L, ) VERIFIZERE_TM(w) = TRUE und
h(w) = code(TM,, ) =v. AuBerdem gilt (siehe oben) L(K,)=L(TM)=L(K,). Nach Bedin-
gung (iii) ist wegen Wi L auch vi L, d.h. h(w)i L bzw. h(w)1 { 0,2} \L.

Ist wi L, undist VERIFIZIERE_TM(w) = FALSE, dann ist h(w) =w, und h(w)I L bzw.
h(w)i {0,2}'\L.

Ist wi L, und ist VERIFIZIERE_TM(w) = TRUE, dann ist h(w)=code(TM,,)=v und
L(K,)=/=L(K,, ). Bedingung (iii), jetzt jedoch zusammen mit der Annahme w, 1 L, im-
pliziert h(w)T L bzw. h(w)i {0,1}'\L.

Zum 2. Fal (w, T L):

Nach obiger Bedingung (ii) gibt es eine Turingmaschine TM mit Kodierung wi {02} und
wi L. Es wird die Glltigkeit von L,, £L gezeigt, indem eine totale und berechenbare
Funktion h:{0,1f ® {0,1}" angegeben wird, fiir die hT L, U hi L gilt. Der Beweis er-

folgt wieim 1. Fall; dabei wird die dortige Rollevon TM von TM  iibernommen. ///

Satz 3.1-10 &% sich auch so formulieren;

Satz 3.1-11:
Ist LT {0,2} eine Menge von Kodierungen von Turingmaschinen. Dann ist L nur in

den Féllen entscheidbar, dald L = & ist oder dal3 L aus der Menge der Kodierungen aler
Turingmaschinen besteht.

Samtliche oben angefihrten Entscheidungsprobleme sind nicht entscheidbar, d.h. es ist bei-
spiel sweise nicht entscheidbar, ob

eine Turingmaschine eine konstante Funktion berechnet

eine Turingmaschine eine vorgegebene Funktion berechnet

die von einer Turingmaschine akzeptierte Sprache leer ist

die von einer Turingmaschine akzeptierte Sprache endlich ist

die von einer Turingmaschine akzeptierte Sprache mit einer entscheidbaren Menge Uber-
einstimmt.

Der letzte Punkt kann in der Praxis folgendermal3en verwendet werden. Es zeigt sich namlich,
dal3 Programmverifikation bzw. die Verifikation einer Spezifikation algorithmisch unmoglich
ist.
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Satz 3.1-12:
Fur kein algorithmisch lésbares Problem (fir keine entscheidbare Menge) |&3t sich
durch einen einzigen Algorithmus testen, ob ein entworfener Algorithmus eine korrekte
L 6sung des Problems liefert.

Die Bedingungen, unter denen Mengen aus Kodierungen von Turingmaschinen rekursiv auf-
zahlbar ist, sind wesentlich komplexer:

Satz 3.1-13:

Essei Li {0,2} eine Menge von Kodierungen von Turingmaschinen. Dann ist L ge-

nau dann rekursiv aufzéhlbar, wenn folgende Eigenschaften (i) — (iii) gelten:

() 1st wilL, L=L(K,) und ist L, eine rekursiv aufzéhlbare Menge, etwa
L, =L(K,, ) fur einWort w,T {0,4", mit L, | L,, dannistauch w,1 L.

(i) 1st w7 L und L, =L(K,,) eine unendliche Menge, dann gibt es eine endliche
Teilmenge L, I L, mit L, =L(K,, ) und w,T L.

(iii) Essei EI L die Menge der Kodierungen, die Turingmaschinen kodieren, deren
akzeptierte Sprachen endlich sind; dann ist E entscheidbar.

Beispielsweise folgt aus Satz 3.1-10, dal3 die Mengen
L. . :{w‘wi {0,1}' \VERIFIZIERE _TM (W) = TRUEund L(K,)* ,cE} und

L= {w‘wi {0,1}' VERIFIZIERE _TM (w) = TRUEund L(K ) :ﬁE}

nicht entscheidbar sind. Es wird jedoch nichts darliber gesagt, ob sie rekursiv aufzéhlbar sind
oder nicht. Aus Satz 3.1.-13 folgt, dafd3 L_, nicht rekursiv aufzahlbar ist; denn Bedingung (i)
ist verletzt.

In diesem Fall kann man auch anders argumentieren: Man zeigt direkt, dald die Sprache L, o
rekursiv aufzahlbar ist und folglich L_, nicht rekursiv aufzéhlbar ist (denn sonst wére nach
Satz 3.1-6 L., entscheidbar). Dazu ist eine Turingmaschine TM anzugeben mit
L(TM) =L, ..

TM arbeitet wie folgt: Als Eingabe erhalt TM ein Wort wi { 0,1} . Falls

VERIFIZIERE_TM(w) = FALSE ist, wird w nicht akzeptiert. Andernfalls beginnt TM, alle
Worte zi {0,1,# der Form z=v#bin(i) mit vi {0,1}" in lexikographischer Reihenfolge
zu erzeugen. Jedesmal, wenn ein derartiges Wort generiert worden ist, smuliert TM das Ver-
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halten von K, bei Eingabe von v fur hochstens i Schritte. Wird v dabei akzeptiert, akzeptiert
TM die Eingabe w. Andernfalls wird das nachste Wort vain(i ) erzeugt und getestet. Es gilt:
Ist wi L(TM), dann gibt es ein Wort vi {0,1}', so daR K, dieses Wort in hochstens i
Schritten fir ein i1 N akzeptiert. Daher ist L(K,,)* /& und wi L, ..

Ist umgekehrt wi L, ., d.h. L(K,)* 4, dann gibt esein Wort vi L(K,,). Dieses Wort wird

in endlich vielen, etwa j Schritten akzeptiert. Wenn TM also bei Eingabe von w das Wort
v#bin(j) generiert hat, stoppt K, nach der Simulation von j Schritten im akzeptierenden Zu-

stand, und TM akzeptiert w, d.h. wi L(TM).

Fur diein Satz 3.1-8 untersuchten Sprachen
L, :{w‘wi {0,/ ,VERIFIZIERE _TM (W) = TRUEund L(K , )ist entscheidbar} und
= {w‘wi {0,1/',VERIFIZIERE _TM (w) = TRUEund L(K, )ist nicht entscheidbar}

folgt ebenfalls aus Satz 3.1-13, dal3 sie nicht rekursiv aufzéhlbar sind; in beiden Félen ist
wieder Bedingung (i) verletzt.

Zusammenfassung wichtiger Beispiele:

nicht entscheidbar, aber rekursiv aufzahlbar nicht rekursiv aufzahl bar

Lo fur{og,wi {01, u
L, =i u#wW\VERIFIZIERE _TM (w) = TRUE,y

} K, stoppt bei Eingabe vonu 'b

I wi {01, u
| |
L |W ERIFIZIERE _TM (w) = TRUE, y

K., stoppt bei leerem Ei ngabebaﬁdi3

—_

wi {0,4', w=w, ist dasi - teWort
in der lexikograhischen Ordnung

wi {0,4', w=w, ist dasi - teWort{
in der lexikograhischen Ordnung

| |
| |
L, =jw/dler Worteaus{ 0,1}, y | L =twlaler worteaus{ 0,1}, v
VERIFIZIERE _TM (w) = TRUE, | VERIFIZIERE_TM (W) =FALSE |
wi LK, ) 1 oder w i L(K, ) 1
! ul {0,4",wi {01}, U ] ul {0,4",wi {01, U
L, = : u#wWVERIFIZIERE TM (w) = TRUE,y E : u#wWVERIFIZIERE _TM (w) = TRUE,y
% ul L(K,) IID : ul L(K,) IID
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~

wi {0,1}", u

iw ERIFIZIERE _TM (w) = TRUE,y

wi {O]}

U

i
|
L =i WVERIFIZIERE _TM (w) = TRUE,y
T
1

1 1 - 1
L(K, ) &£ b L(K,)=4& b
bowl {04, u
L, :w ERIFIZIERE _TM(w) = TRUE,y
% ,,)ist entscheidbar iJ
u

ERIFIZIERE _TM(w) = TRUE,y

i
i
=iw
% ,,)ist nicht entscheidbar iJ

i
:
LtZiW ERIFIZIERE _TM(w) = TRUE,y
:
)

U

f, isteinetotaleFunktion !

b
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4 Elementeder Theorie Formaler Sprachen und der Automatentheorie

Bisher wurden Sprachen tiber die Akzeptanz durch Turingmaschinen definiert. Das Ergebnis
ist die Klasse der rekursiv aufzahlbaren Sprachen. Diese soll nun weiter strukturiert werden,
indem das Modell der Turingmaschine eingeschrankt wird. Eine Einschrankung wurde bereits
in Kapitel 3.1 behandelt: es werden dort Turingmaschinen betrachtet, die bel jeder Eingabe
stoppen. Diese Spezialisierung fuhrte auf die Klasse der entscheidbaren Sprachen, die eine
echte Teilklasse der Klasse der rekursiv aufzéhlbaren Sprachen ist.

Insgesamt werden in den folgenden Unterkapiteln vier Sprachklassen beschrieben. Diese
Einteilung ist nach Noam Chomsky benannt, der diese Klassen as mogliche Modelle fur na-
tirliche Sprachen charakterisiert hat. Allerdings definiert die Chomskyhierarchie Sprachen
nicht Uber die Akzeptanz durch geeignete Maschinenmodelle, sondern definiert jede Klasse
durch die Form von syntaktischen Regeln, nach denen Worter der jeweiligen Sprache , er-
zeugt* werden kénnen. Fur jede Sprache wird eine entsprechende (formale) Grammatik fest-
gelegt. Je nach Art der erzeugenden Regeln ist die erzeugte Sprache eine Typ-0-Sprache, Typ-
1-Sprache, Typ-2-Sprache bzw. Typ-3-Sprache. Die zugrundeliegende Theorie heilét Theorie
der Formalen Sprachen. Zu jedem Sprachtypen der Chomskyhierarchie gibt es ein entspre-
chendes Berechnungsmodell (Automatentyp), das sich aus dem Modell der Turingmaschine
(durch die erwéhnten Einschrankungen) ableitet. Somit besteht ein enger Zusammenhang
zwischen der Theorie der Formalen Sprachen und der Automatentheorie, die sich wesentlich
mit der Definition von Modellen der Berechenbarkeit und Ubersetzbarkeit beschaftigt. Beide
Ansdtze werden in den folgenden Unterkapiteln gegeniibergestellt.

4.1 Grammatiken und formale Sprachen

Die Akzeptanz (das Erkennen) einer Sprache LI S Uber einem endlichen AlphabetS mit
Hilfe eines Berechnungsmodells wie der Turingmaschine kann als ,,analytischer* Ansatz be-
zeichnet werden. Dem gegentiber steht ein , synthetischer” Ansatz, der beschreibt, wie die
Worter einer Sprache mit Hilfe von Regeln erzeugt werden kdnnen. Dieser Ansatz wird in der
Theorie der formalen Sprachen verfolgt.

Eine Grammatik G =(S, N, S, R) wird definiert durch

das endliche Alphabet S der Terminalsymbole

das endliche Alphabet N der Nichtter minalsymbole (Variablen)

das Startsymbol ST N

eine endliche Menge R von Erzeugungsregeln (Ableitungsr egeln, Produktionen) mit

el A
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Ri {v® wivi (NES),wi (NES),|V21}.

Fur xi (NES), yT (NES), vi (NES), wl (NES) heif}t das Wort xwy von G in &-
nem Schritt aus xvy er zeugt, wenn es eine Erzeugungsregel v® w in R gibt. Man schreibt

v® w

dann: xvy P xwy oder xvylgxwy

Wenn der Zusammenhang klar ist, werden die Super- bzw. Subskripte auch weggel assen.

Ein Wort wi (NES) heiRt von G aus xI (NE S) erzeugt, wenn es eine Folge von Wér-

ten x 1 (NES),i=0, ..t gbt mit x=x,, %P X, firi=0 .. t-1, w=x.Man

A

schreibt dann auch xP w. Die Menge L(G) =t w|wl S und sk wg heil}t die von G er-
|

zeugte Sprache.
Beispiele:
Grammatik fiir einige Sprachen iiber {a,b,c}
1. G =({ab.{s AB,S{S® AB,A® aA A® e,B® bB,B® e}) erzeugt die Sprache

L, :{aibj [iT N,jl N}. Die Sprache L, wird auch von der Grammatik
G(=({ab}{s B},S{S® e S® aS,S® bB,B® bB,B® e}) erzeugt.

2. G,=({abh{s}S{S® e, S® a%}) erzeugt die Sprache L, ={a"b" [n1 N}

3. G,=(ab}{S,AB},S{S® AB,A® e, A® aAb,B® e, B® cB}) erzeugt die Sprache
L, ={a"b’c' [n] N,il N}

4. G,=({ab,c}{sB},s{s® asBc,S® abc,cB® Bc,bB® bb}) erzeugt die Sprache
L, :{ a""c"nT N,n3 1}. Die Sprache L, wird auch von der Grammatik

Gy =({ab,c}.{SB,C},S{S® asBC,S® aBC,CB® BC,aB® ab,bB® bb,bC® bc,cC® cc}
erzeugt.

5. G, =({0,1,{s,AB},S{S® 1A S® 0B, A® 0,A® 0S,A® 1AA B® 1,B® 1S,B® 0BB})
erzeugt die Sprache
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L, ={ wiwi {0,1}" und die Anzahl der Zeichen Oin wist gleich der Anzahl der Zeichen 1}

Eine Grammatik G =(S, N, S,R) kann shnlich wie eine Turingmaschine (siehe Kapitel 2.4)
durch eine Zeichenkette aus { 0,1} (algorithmisch auf deterministische Weise) kodiert wer-
den. Die Kodierung ist dabei eine injektive Abbildung, die jeder Grammatik G ein Wort
code(G)1 { 0,2} zuordnet. Zusitzlich kann die Codierung so entworfen werden, daR3 man

entscheiden kann, ob ein Wort wi { 0,1} die Kodierung einer Grammatik darstellt, und da3

man aus der Kodierung einer Grammatik diese rekonstruieren kann. Auf Details der Darstel-
lung und der Verfahren soll hier verzichtet werden.

FureinWort wi {0,1} ist

iTRUE fdlswdie Kodierung einer Grammatik darstellt
VERIFIZIERE _G(w) =i _ , . : .
1FALSE fals wnicht die Kodierung einer Grammatik darstellt

Die durch ein Wort wi {0,2}" mit VERIFIZIERE_G(w) = TRUE kodierte Grammatik sei
KG

w "

Die zum Wortproblem gehtérende Menge L,,,,, wird definiert durch
Liort :{u#w‘ ul S, wi {0, ,VERIFIZIERE _G(w) = TRUE und ul L(KGW)}.

Das Wortproblem ist entscheidbar, wenn L, entscheidbar ist. In diesem Fall gibt es einen

auf allen Eingaben der Form u#w mit ul S* und wi { 0,1} stoppenden Algorithmus, der
die Eingabe genau dann akzeptiert, wenn u#wi L, ist.

Vereinfacht ausgedriickt ist das Wortproblem entscheidbar, wenn es einen auf jeder Einga-
be stoppenden Algorithmus A gibt, der eine aus zwei Teilen bestehende Eingabe, namlich be-
stehend aus (der Kodierung) einer Grammatik G=(S,N,S,R) und einer Zeichenkette

ul S, erhdt und die Eingabe genau dann akzeptiert, wenn ul L(G) gilt, d.h. wenn sich u

aus dem Startsymbol von G durch Anwendung der in G definierten Ableitungsregeln herleiten
lart.

— — > qaccept —p UT L (G)

s, Osex ——» ui L(G)
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Entsprechend kann man das L eerheitsproblem definieren:

Die zum L eerheitsproblem gehtrende Menge L, wird definiert durch

Lo :{w‘ wi {0,1',VERIFIZIERE _G(w) = TRUE und L(KGW):/E}.

Das Leerheitsproblem ist entscheidbar (hier in der vereinfachten Darstellung), wenn es ei-
nen auf jeder Eingabe stoppenden Algorithmus A gibt, der as Eingabe eine Grammatik
G=(S,N, S,R) erhdlt und die Eingabe genau dann akzeptiert, wenn L(G) = £ gilt.

G qaccept —> L(G) =/

Orges ——» L(G)! A

4.2 Typ-0-Sprachen

Eine Sprache, die von einer Grammatik G =(S, N, S, R) erzeugt wird, fr die
Ri {v® wivi (NES)"\ S',wi (NES) gilt, heift Typ-0-Sprache. Die Regeln v® w
einer Typ-0-Sprache erfulllen also die Bedingung |v|3 1, und die linke Seite v einer Regel ent-

halt mindestens ein nichtterminales Symbol; auf}erdem kann in einer Ableitung durch An-
wendung einer Regel keine einmal entstandene rein terminale Zeichenkette mehr ersetzt wer-

v® w

den. In einem Ableitungsschritt xvy P xwy kann es aber durchaus vorkommen, dal3 das Er-
gebnis xwy des Ableitungsschritts kiirzer a's die Ausgangszeichenkette ist.

Man kann zeigen, dal? jede Typ-0-Sprache mit einem Alphabet S von einer Turingmaschine
mit Eingabealphabet S akzeptiert werden kann. Dazu wird der Erzeugungsvorgang einer
Grammatik mit Hilfe einer nichtdeterministischen Turingmaschine simuliert. Umgekehrt a3t
sich jede rekursiv aufzéhlbare Menge durch eine Typ-O-Grammatik erzeugen. Daher gilt:

Satz 4.2-1:
Die Klasse der rekursiv aufzéhlbaren Mengen (von Turingmaschinen akzeptierte Men-
gen) uber einem endlichen Alphabet S ist mit der Klasse der Typ-0-Sprachen mit Al-
phabet S identisch.
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In Kapitel 3.1 wurde gezeigt, dal die Menge
Lo :{u#w‘ui {0,2}',wi {0,2}' ,VERIFIZIERE _TM (W) = TRUEund ul L(KW)}
nicht entscheidbar ist. Satz 4.2-1 legt nahe, in der Definition von L, das Pradikat VERIFI-
ZIERE_TM durch VERIFIZIERE_G zu ersetzen und dieses dann durch das leicht modifizierte
Pradikat
VERIFIZIERE _G_TYP_0O(w)
_1TRUE fdlswdie Kodierung einer Typ-0-Grammatik darstellt
“1FALSE fdls wnicht die Kodierung einer Typ-0- Grammatik darstellt
Man erhélt dann das Wortproblem fur Typ-0-Grammatiken, das danach fragt, ob die Men-
ge
I‘\Nort_Typ-O
={u#w‘ ul S, wi {0,4',VERIFIZIERE_G_TYP_0O(w)=TRUEund ul L(KGW)}

entscheidbar ist. Diese Frage muf3 verneint werden.

Ahnlich verhalt es sich mit dem L eer heitsproblem fur Typ-0-Grammatiken. Die Menge
Lieer 1yp-0 :{w‘ wi {0,4' ,\VERIFIZIERE_G_TYP_0O(w) =TRUEund L(KG,,) =/E}

ist nicht entscheidbar, da (vgl. Kapitel 3.1) die Menge

L= {w‘wi {0, VERIFIZIERE _TM (W) = TRUEund L(K ) :ﬁE}

nicht rekursiv aufzahlbar und damit auch nicht entscheidbar ist.

Insgesamt ergibt sich

Satz 4.2-2:
Das Wortproblem und das Leerheitsproblem fir Typ-0-Grammatiken sind nicht ent-
scheidbar:

Es gibt keinen auf allen Eingaben stoppenden Algorithmus, der bei Eingabe einer Typ-
0-Grammatik G = (S, N, S, R) und eines Wortes ul S’ entscheidet, ob ul L(G) ist.

Es gibt keinen auf allen Eingaben stoppenden Algorithmus, der bei Eingabe einer Typ-
0-Grammatik G = (S, N, S, R) entscheidet, ob L(G) = £ gilt.

4.3 Typ-1-Sprachen

Esse G=(S,N, S, R) eine Grammatik, in der die Erzeugungsregeln
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Ri {v® wivi (NES)"\ S',wi (NES)} folgender zusstzlicher Einschrankung urterlie-
gen:

Fir alle Regeln v® w gilt |V £|w]. Als einzige Ausnahme ist die Regel S® e zugelassen;
wenn diese Regel vorkommt, darf Sauf keiner rechten Seite einer Regel vorkommen.

Wie bel einer Typ-O-Grammatik durfen auf der linken Seite einer Regel in einer Typ-1-
Grammatik also sowohl terminale als auch nichtterminale Zeichen vorkommen, wobei links
mindestens ein nichtterminales Zeichen steht. Die Lange der rechten Seite einer Regel ist bis
auf die Ausnahme S® e mindestens so grol3 wie die Lange der linken Seite. Daher wird in

v® w

einem Ableitungsschritt xvy P xwy die Lange des Ableitungsergebnisses nicht kirzer. In d-

ner Ableitung SP weines Wortes wi S*, etwa Sb x, P ..b x P x, P ..P w, gilt fur

alle Zwischenschritte 1=|S £ x| £...£ x| £ X, £ ... £ . Diese Beobachtung wird wichtig,

wenn man den Turingmaschinentyp charakterisieren mochte, der eine von einer Typ-1-
Grammatik erzeugten Sprache erkennt.

Enthdlt R die Regel S® e, dannist el L(G), und die Anwendung der Regel S® e stelt
die einzige Mdglichkeit dar, um e aus Sabzuleiten.

Die von einer derartigen Grammatik erzeugte Sprache heildt Typ-1-Sprache oder kontext-
sensitive Sprache. Die Grammatik heif3t kontextsensitive Grammatik. Beispielsweise ist

die Sprache L, :{ a’b"c"[nT N,n3 1} aus Kapitel 4.1 eine kontextsensitive Sprache (Typ-1-
Sprache).

Jede Typ-1-Sprache ist nattirlich auch eine Typ-0-Sprache.

Es stellt sich die Frage, ob es Typ-0-Sprachen gibt, die nicht kontextsensitiv sind. Zur Beant-
wortung dieser Frage wird folgender Ansatz gewahlt: Es wird ein Berechnungsmodell vorge-
stellt, das sich aus dem Modell der Turingmaschine ableitet und genau kontextsensitive Spra-
chen akzeptiert, und dann untersucht, wie sich dieses Berechnungsmodell zum Modell der Tu-
ringmaschine verhalt:

Ein linear beschrankter Automat LBA ist eine nichtdeterministische Turingmaschine, deren
Schreib/Lesekdpfe auf allen Bandern bei Eingabe eines Wortes w mit |w| =n jeweils nicht
mehr als n Zellen auf den Bandern verwenden. Insbesondere bewegt sich kein Kopf weiter
nach rechts als bis zur Position n+1 (an dem Blank auf dem Eingabeband bel Position n+1
wird das Ende des Eingabeworts erkannt). Die von einem LBA akzeptierte Menge L(LBA)
wird wie bei Turingmaschinen definiert.
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Man kann zeigen, dal3 es zu jeder von einem linear beschrénkten Automaten LBA akzeptierten
Sprache L=L(LBA) eine kontextsensitive Grammatik G, gibt mit L(G_.,)=L(LBA).
Umgekehrt gibt es zu jeder von einer kontextsensitiven Grammatik G erzeugten Sprache
L(=L(G) einen linear beschrankten Automaten LBA, mit L(LBA,)=L(G). In diese Uber-
legungen geht wesentlich ein, dal3 die Produktionen v® w der kontextsensitiven Grammatik
der Bedingung Regeln |v| £ |w genligen, so daf3 zur Akzeptanz auf allen Béndern jeweils ein

durch die L&nge des Eingabeworts beschréankter Speicherplatz ausreicht.

Satz 4.3-1:
Die Klasse der von linear beschrankten Automaten akzeptierten Sprachen Uber einem
endlichen Alphabet S ist mit der Klasse der kontextsensitiven Sprachen (Typ-1-
Sprachen) Gber S identisch.

M o6chte man daher Aussagen Uber kontextsensitive Sprachen beweisen, so kann man dazu mit
kontextsensitiven Grammatiken oder linear beschrankten Automaten argumentieren. Satz 4.3-
1 &’ vermuten, dal die Klasse der kontextsensitiven Sprachen Uber S eine echte Teilklasse
der rekursiv aufzéhlbaren Sprachen tber S ist. Der folgende Satz bestétigt diese Vermutung.

Satz 4.3-2:
Die von einem LBA akzeptierte Menge L(LBA) Uber einem Alphabet S ist entscheid-

bar.

Jede kontextsensitive Sprache Uber einem Alphabet S ist entscheidbar.

Die Entscheidung kann bei einem Wort wi S mit Lange nin 0(20‘“)) vielen Schritten
getroffen werden; das Entscheidungsverfahren hat also exponentielle Laufzeit.

Beweis;

Essei G=(S,N, S, R) eine kontextsensitive Grammatik. Zu zeigen ist: L(G) ist entscheid-
bar. Dazu wird eine auf alen Eingaben wi S™ stoppende Turingmaschine TM, angegeben,
die w genau dann akzeptiert, wenn wi L(G) ist. Die Arbeitsweise von TM wird hier in-
formell in Form eines Algorithmus beschrieben:

Bei Eingabe von wi S’ mit [w/=n erzeugt TM, einen Graphen, dessen Knoten mit den

Zeichenkettenin (N E S)' markiert sind, die eine Lange besitzen, die kleiner oder gleich n ist
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(andere Zeichenketten kommen in einer Ableitung SP w nicht vor). Ist dabei der Knoten K.
mit der Zeichenkette a1 (NES) und der Knoten K, mit b1 (NES)" markiert und kann

man in G durch Anwendung einer Regel b aus a in einem Ableitungsschritt herleiten, d.h.
abG b, dann wird eine Kante von K; nach K, eingefigt. Ein Knoten ist mit S markiert und

einer mit w. Es ist wi L(G) genau dann, wenn es einen Pfad von dem mit S markierten

Knoten zu dem mit w markierten Knoten gibt. Um diese Tatsache festzustellen, kann man &a-
nen der bekannten Algorithmen zum Auffinden von Pfaden in Graphen zwischen definierten

Knoten anwenden. Da der beschriebene Graph O(c“) viele Knoten (mit einer Konstanten
c=c(G)) besitzt und sich die Laufzeit des Pfadsuchalgorithmus durch eine Funktion der

Ordnung O(ms) beschréanken 14, wobei mi O(c“) die Anzahl der Knoten im Graphen an-
gibt, ist das gesamte Entscheidungsverfahren von der Ordnung O(2°® ). ///

Die Klasse der kontextsensitiven Sprachen ist eine echte Tellklasse der Klasse der entscheid-
baren Sprachen, wie folgende Sétze zeigen.

Mit der Diagonalisierungstechnik a3t sich zunéchst folgender (technischer) Hilfssatz zeigen:

Satz 4.3-3:
Es sai

L, :{w‘ wi {0, ,VERIFIZIERE _TM (w) = TRUE und K, stoppt auf jeder Eing abe}
eine rekursiv aufzdhlbare Menge. Dann gibt es eine entscheidbare Sprache L, die von

einer auf allen Eingaben stoppenden Turingmaschine TM erkannt wird, deren Kodie-
rung in L, nicht vorkommt.

Bemerkung: Dadie Menge
L, :{w‘wi {0,4f',VERIFIZIERE _TM (W) = TRUEund L(K, )ist entscheidbar}
aus Kapitel 3.1 nicht rekursiv aufzahlbar ist, gilt L, * L,.

Beweis;

Da L, als rekursiv aufzahlbar angenommen wird, gibt es nach Satz 3-2 eine totale berechen-
bare Funktion h:{0,1} ® S mit L, =h{{0,1} ).
Eswird L={w/wi {07 undwi L(K,,)} gesetzt.

Dann ist L entscheidbar: Eine auf allen Eingaben wi { 0,1} stoppende Turingmaschine TM
mit L(TM) =L, d.h. die entscheidet, ob wi L gilt oder nicht, arbeitet wie folgt: TM berech-
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net zunachst h(w). Dabei ist h(w)i L,, insbesondere VERIFIZIERE _TM (h(w)) = TRUE.
Jetzt simuliert TM das Verhalten von K, ,, bei Eingabe von w. Da K, nach Definition von
L, auf allen Eingaben stoppt, kann TM feststellen, ob wi L(Kh(w)) gilt oder nicht. Das Wort
w wird von TM genau dann akzeptiert, wenn bei dieser Simulation wi L(Kh(w)) festgestelIt
wird.
TM habe die Kodierung w,. Falls w, T L, gilt, dann s wi {0,1f so gewahlt, daR
h(w) =w, ist. Dann folgt (nach Definition von L) der Widerspruch
wi LU wl L(Kh(w)) (nach Definition von L)

U wi L(K, ) (wegen h(w)=w,)

U wl L(TM) (daw,_ dieKodierungvon TM ist)

U wlL (wegen L(TM) =L).
Daher kommt die Kodierung w, von TM in L, nicht vor. //

Satz 4.3-3 kann genutzt werden, um zu zeigen, dal3 es eine entscheidbare Menge gibt, die
nicht kontextsensitiv ist:

Jede kontextsensitive Grammatik kann &hnlich wie eine Turingmaschine (siehe Kapitel 2.4
und Kapitel 4) durch eine Zeichenkette aus { 0,1} (algorithmisch auf deterministische Weise)

kodiert werden. Wie in Kapitel 2.4 auf der Menge der Turingmaschinen kann man dann auf
der Menge der kontextsensitiven Grammatiken auf Basis ihrer Kodierungen eine lineare Ord-
nung definieren. Man kann aso von der i-ten kontextsensitiven Grammatik G, sprechen.

Nach Satz 4.3-2 ist L(G;) entscheidbar mit einer (dort angegebenen) Turingmaschine TM ;
die Turingmaschine TM; stoppt (nach Konstruktion) auf jeder Eingabe. Deren Kodierung
sel (geméa dem Vorgehen aus Kapitel 2.4) code(TMGi). Die Berechnung des Werts
code(TM Gi) bei Vorgabe von i bzw. von bin(i) erfolgt insgesamt auf deterministische Weise
und definiert eine Funktion h:{ 0,1} ® {0,1} :

(i « )bin(i) ® i - tekontextsensitve Grammatik G, ® TM, ® code(TM,; ).

Diese Abbildung ist injektiv, wie man leicht nachprifen kann. Durch h wird jeder Zeichen-
kette u=bhin(i) die Kodierung einer Turingmaschine zugeordnet, die auf jeder Eingabe

stoppt. Setzt man L, = h({ 0,7 ) so sind die Voraussetzungen in Satz 4.3-3 exrfillt. Daher gilt
der folgende Satz.

Satz 4.3-4:
Die Klasse der kontextsensitiven Sprachen (Typ-1-Sprachen) Uber einem endlichen Al-
phabet S ist eine echte Untermenge der entscheidbaren Sprachen Uber S und damit
auch der Typ-O-Sprachen Uber S.
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Wie im allgemeinen Fall der Turingmaschine unterscheidet man auch bei linear beschrénkten
Automaten nichtdeterministisches und deterministisches Verhalten. Ein nichtdeter ministi-
scher linear beschrankter Automat liegt vor, wenn die Uberfiihrungsfunktion die Form

d:Q s*® P[Q" (S {L,R §})") hat, ein deterministischer linear beschrankter Automat

liegt vor, wenn die Uberfihrungsfunktion die Form d:Q” S*® Q” (S” {L,R,S})" hat. Im
deterministischen Fall ist die Folgekonfiguration (falls sie Uberhaupt existiert) einer Konfigu-
ration eindeutig bestimmt; zum Nichtdeterminismus vgl. Kapitel 2.5. Es ist nicht bekannt, ob
jede von einem nichtdeterministischen linear beschrankten Automaten auch von einem deter-
ministischen linear beschrankten Automaten akzeptiert wird. Dieses offene Problem heif3t
LBA-Problem. Zu beachten ist dabel folgendes: Ist L eine kontextsensitive Sprache, dann
gibt es einen nichtdeterministischen linear beschrankten Automaten LBA mit L = L(LBA).

Die Akzeptanz eines Wortes w mit |w =n benétigt eine Anzahl von Zellen, die durch die li-
neare Funktion S(n) =n+1 gegeben ist. Das nichtdeterministische Verhalten einer Turing-
maschine, die durch eine Funktion der Ordnung O( f (n)) platzbeschrankt ist, kann determini-

stisch simuliert werden, wobei dabei der Speicherplatzbedarf die Ordnung O(f?(n)) an-
nimmt. Da ein linear beschrénkter Automat auch eine nichtdeterministische Turingmaschine
ist, kdnnte man versuchen, diese deterministische Simulation hier zu verwenden. Diese fihrt
jedoch aus der Klasse der linear beschrénkten Automaten heraus, da sie quadratischen Spei-

cherplatz der Ordnung O(Sz(n)) = O(nz) bendtigt. Daher tragt die deterministische Simulati-

on einer nichtdeterministischen Turingmaschine in dieser Allgemeinheit zur Losung des
LBA-Problems nichts bel.

Die Klasse der von deterministischen linear beschrankten Automaten akzeptierten Sprachen
ist abgeschlossen gegen Komplementbildung (das zeigt man wie in Satz 3.1-2 Teil 3.). Man
hat lange Zeit vermutet, dal? diese AbschlulReigenschaft fir die Klasse der von nichtdetermini-
stischen linear beschrankten Automaten akzeptierten Sprachen nicht zutrifft. Die Richtigkeit
dieser Vermutung hétte die (negative) Losung des LBA-Problems nach sich gezogen. Inzwi-
schen weil3 man jedoch, dald3 auch die Klasse der von nichtdeterministischen linear be-
schrankten Automaten akzeptierten Sprachen abgeschlossen gegen Komplementbildung ist.
Das LBA-Problem ist weiterhin ungel 6st.

Die Definition des Wortproblems fur Typ-0-Grammatiken kann man auf Typ-1-Grammatiken
Ubertragen: Dazu wird das Préadikat
VERIFIZIERE _G_TYP_1(w)
_1TRUE fdlswdie Kodierung einer Typ-1- Grammatik darstellt
“1FALSE fdls wnicht die Kodierung einer Typ-1- Grammatik darstellt
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definiert. Dieses Pradikat ist berechenbar. Dazu ist unter anderem zu priifen, ob die Erzeu-
gungsregelnin KG,, den Bedingungen einer kontextsensitiven Grammatik gentigen.

Das Wortproblem fir Typ-1-Grammatiken fragt danach, ob die Menge
L\Nort_Typ-l
={u#w‘ ul ", wi {0,4',VERIFIZIERE_G_TYP_1(w)=TRUEund ul L(KGW)}

entscheidbar ist.

Aus dem Beweis von Satz 4.3-2 folgt, dal’ das Wortproblem fir kontextsensitive Grammati-
ken entscheidbar ist. Das Leerheitsproblem fur Typ-1-Grammatiken, namlich die Frage,

ob die Menge
L —{w‘ wi {0,4',VERIFIZIERE_G_TYP_1(w) = TRUEund L(KGW):/E}

leer _Typ-1 —

entscheidbar ist, mul3 wie bei Typ-O-Grammatiken verneint werden (der Beweis findet sich in
der angegebenen Literatur).

Zusammenfassend ergibt sich

Satz 4.3-5:
Das Wortproblem fir Typ-1-Grammatiken ist entscheidbar; das Leerheitsproblem fir
Typ-1-Grammatiken ist nicht entscheidbar:

Es gibt einen auf allen Eingaben stoppenden Algorithmus, der bei Eingabe einer Typ-1-
Grammatik G=(S, N, S,R) und einesWortes ul S" entscheidet, ob ul L(G) ist.

Es gibt keinen auf allen Eingaben stoppenden Algorithmus, der bei Eingabe einer Typ-
1-Grammatik G =(S, N, S, R) entscheidet, ob L(G) =/ gilt.

4.4 Typ-2-Sprachen

Es se G=(S,N,S,R) ene Grammatik, in der fir die Erzeugungsregeln
Ri {A® w|Al Nundwi (NES)} gilt. Auf der linken Seite einer Regel steht immer ge-
nau ein nichtterminales Symbol, rechts kann auch die leere Zeichenkette vorkommen.

Die von einer derartigen Grammatik erzeugte Sprache heildt Typ-2-Sprache oder kontext-
freie Sprache. Die zugehtrige Grammatik heif% kontextfrele Grammatik. Beispielsweise

sind die Sprache L, ={a"b" |nT N}, L, ={a"b"c' |n1 N,iT N} und
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L, ={wiwi {0,1}" und die Anzahl der Zeichen Oin wist gleich der Anzahl der Zeichen 1}, aus
Kapitel 4.1 kontextfreie Sprachen (Typ-2-Sprachen).

Die kontextfreien Sprachen zéhlen zu den am intensivsten erforschten Sprachen. Einen Uber-
ragenden Erfolg haben sie in der Anwendung und der Theorie des Compilerbaus. Program-
miersprachen wie Pascal und ihre Nachfolger sind erst nach intensiver Erforschung der kon-
textfreien Sprachen und unter Anwendung dieser Theorie entwickelt worden. Die Syntax der
meisten heute Ublichen Programmiersprachen wird in Form einer Grammatik definiert, die
weitestgehend kontextfrel ist. Man kann jedoch formal zeigen, dal3 eine Programmiersprache,
in der Variablen mit Datentypen deklariert werden, so dal3 Typvertraglichkeit verlangt wird,
in der die Anzahl von Formal- und Aktual parametern in Prozeduren Ubereinstimmen miissen,
in der ausschliefdlich die Verwendung vorher deklarierter Objekte zuldssig ist usw., nicht
komplett durch eine kontextfreie Grammatik beschrieben werden kann.

Beispid:
Ausschnitt aus der Sprachdefinition der Programmier sprache Object Pascal

Die Syntax der Sprache Object Pascal wird wie bei vielen anderen Programmiersprachen
(weitgehend) durch eine kontextfreie Grammatik definiert. Nichtterminale Symbole werden
dabel durch Bezeichner angegeben, die mit einem GrofRbuchstaben beginnen und weitere
Kleinbuchstaben enthalten. Bezeichner, die nur GrofRbuchstaben enthalten, stehen fir jewells
ein einziges terminales Symbol. So bezeichnet im folgenden Ausschnitt der Bezeichner zi el

das Startsymbol der Sprache, wahrend der Bezeichner uni T fUr ein einziges terminales Sym-
bol steht.

Eine Regelangabe der Form A® a, |a, |...|]a, steht fur dien Regeln A® a,, A® a,, ..,
A® a . Ein Angabe in eckigen Klammern innerhalb einer Regel bezeichnet einen optionalen
Teil, dh. A® afblg steht fir die Regeln A® abg und A® ag.

Ziel -> (Programm | Package | Bibliothek | Unit)
Progranm - > [ PROGRAM Bezei chner [' (' Bezeichnerliste')'] ';']

Pr ogrambl ock ' .
Unit -> UNIT Bezei chner ';'
i nterface-Abschnitt
i npl erent ati on- Abschni tt
initialization-Abschnitt '.'

Package -> PACKAGE Bezei chner ';'

[ requires-Klausel]
[ cont ai ns- Kl ausel ]
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END '.'
Bi bl i ot hek -> LI BRARY Bezei chner ';'
Pr ogrammbl ock ' .
Pr ogrambl ock -> [uses- Kl ausel ]
Bl ock

uses- Kl ausel -> USES Bezei chnerliste ';'
interface-Abschnitt -> | NTERFACE

[uses- Kl ausel ]
[interface-Deklaration]...

interface-Deklaration -> const-Abschnitt
-> type- Abschnitt

-> var-Abschnitt
-> export ed- Kopf

export ed- Kopf -> Prozedurkopf ';' [Direktive]
-> Funktionskopf ';' [Direktive]

i mpl enent ati on- Abschnitt -> | MPLEMENTATI ON

[ uses- Kl ausel ]
[ Dekl ar ati onsabschnitt]. ..

Bl ock -> [ Dekl arationsabschnitt]
Ver bundanwei sung
Dekl ar ati onsabschnitt -> Label - Dekl arati onsabschnitt
-> const-Abschni tt
-> type- Abschnitt

-> var-Abschnitt
-> Prozedurdekl arati onsabschnitt

Ei nfache Anwei sung -> Designhator ['(' Ausdrucksliste ')']

-> Designator ':=" Ausdruck
-> | NHERI TED
-> @OTO Label - Bezei chner

Strukturierte Anwei sung -> Verbundanwei sung
-> Bedi ngte Anwei sung
-> Schl ei f enanwei sung

-> w t h- Anwei sung

Ver bundanwei sung -> BEG N Anwei sungsliste END
Bedi ngt e Anwei sung -> if-Anwei sung





