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Ist d(q,a,,...,a,) nicht definiert, so halt die k-DTM im Zustand g an (stoppt im Zustand
q). Sobald also der akzeptierende Zustand g, erreicht wird, halt die Turingmaschine an, da
d(a,a,,...,8,) fUr 0= 0, Nicht definiert ist. Sie kann aber auch eventuell vorher in einem

anderen Zustand anhalten (namlich dann, wenn d(q,a,,...,a,) nicht definiert ist), oder sie
kann beliebig lange weiterlaufen (sie halt nicht an). Diese Situation tritt beispielsweise
dann ein, wenn die Turingmaschine in einen Zustand Q* O.,, kommt und
d(q.a,,....a,)=(q.(a,,S)....(a,,S)) ist. Eine andere Méglichkeit eines endlosen Weiterlau-
fens ergibt sich dann, wenn die Turingmaschine in einen Zustand g 0., kommt, ale Kop-

fe Uber Zellen stehen, die das Leerzeichen b enthalten, rechts dieser Zellen auf allen Bandern
nur noch Leerzeichen stehen und d(g,b, ...,b)=(q,(b,R), .., (0,R)) ist.

Die Werte d(q,a,,...,a,)=(q¢(b,,d, ), ....(b.,d,)) der Uberfiihrungsfunktion werden haufig in
Form einer endlichen Tabelle angegeben:
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momentaner Symbol unter dem neuer Zustand neues Symbol,
Zustand Schreib/L esekopf auf K opfbewegung auf
Band 1 Band k Band 1 Band k
q a, a, q( b,,d, b,.d,

Eine Konfiguration K einer k-DTM TM beschreibt den gegenwartigen Gesamtzustand von
TM, d.h. den gegenwértigen Zustand zusammen mit den Bandinhalten und den Positionen der
Schreib/Lesekopfe:

K=(a@is) @0 )) mtal Q,a,1S i 31furj=1,..,k

Diese Konfiguration K wird folgendermal3en interpretiert:

TM ist im Zustand q, das j-te Band (fur j = 1, ..., K) enthdlt linksbundig die endliche Zeichen-
kette a ; (jeder Buchstabe von a ; belegt eine Zelle), gefolgt von Zellen, die das Leerzeichen

enthalten (leere Zellen), der Schreib/Lesekopf des j-ten Bands steht Uber der i, -ten Zelle; fur
i,1 [L:]a|] ist cieses der i, teBuchstabenvon a , fir i, 3 |a, | +1 steht der Schreib/L esekopf

hinter a; Uber einer Zellg, die das L eerzeichen enthélt.

Ist a; der ij -te Buchstabe von a; bzw. a, =b fir ij 3 ‘aj‘+1, und ist

d(q’al’""ak):(q(’(bl’dl)’""(bk’dk))’
dann geht die TM in die Folgekonfiguration K¢ tber, die durch
K= (¢ (by,ig)..... (by.ig))
definiert wird. Dabel entsteht b; aus a; durch Ersetzen von a; durch b, . Die Positionen i
der Schreib/L esekdpfe der Folgekonfiguration K¢ lauten
li,+1 fir d, =R
ie=ti, fur d =S
Li, -1 for d,=Lundi;3 2

Man schreibt in diesem Fall
Kb KC

Die Bezeichnung K b~ K ¢ besagt, da’ entweder keine Konfigurationsanderung stattgefun-
den hat (es ist dann K =K() oder dal3 es eine Konfiguration K, gibt mit Kp K, und

K, P~ K¢(auch geschriebenas Kb K, P~ K®).
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Man schreibt K P ™ K¢mit mT N, wenn K¢ aus K durch m Konfigurationsanderungen her-
vorgegangen ist, d.h. wenn es m Konfigurationen K, ..., K gibt mit

Kp K,P ..p K,=KC

Fir m=0 istdabe K =KZ¢.

Eine Konfiguration K,, die den Anfangszustand g, und auf dem 1. Band ein Wort wi |’

enthalt, wobel sich auf allen anderen Bandern nur Leerzeichen befinden und die Kopfe Gber
den am weitesten links stehenden Zellen stehen, d.h. eine Konfiguration der Form

Ko = (d, (w)..1)..... (1)),
heit Anfangskonfiguration mit Eingabewort w. Da wi |~ ist und das Leerzeichen nicht

zu | gehort, kann TM (bei entsprechender Definition der Uberfiihrungsfunktion) das Ende von
w, namlich das erste Leerzeichen im Anschlufd an w, erkennen. Im folgenden wird gelegent-

lich fir eine Eingabe wi 1" auch wi S" geschrieben und dabei implizit angenommen, da3 w
nur Buchstaben aus | enthélt.

Eine Konfiguration K die den akzeptierenden Zustand Q. enthdlt, d.h. eine Konfigu-

accept !
ration der Form

Kaccept = (qaccept’(aliil)’ T (ak’ik))’
heil3t akzeptierende Konfiguration (Endkonfiguration).

Ein Wort w Uber dem Eingabeal phabet wird von TM akzeptiert, wenn gilt:
(qO ! (W’l)’ (e’l)’ S (e’l)) D ' Kaccept

mit einer Endkonfiguration K. .

Dievon einer k-DTM TM akzeptierte Spracheist die Menge
L(TM) ={w|wl 1" und wwird vonTM akzeptiert}

={W|WT 1" und (q,,(w.2),(e.2),.... (1) P (qaccept,(al,il),...,(ak,ik))}.

Zu beachten ist, dal3 TM eventuell auch dann bereits eine Endkonfiguration erreicht, wenn das
Eingabewort w noch gar nicht komplett gelesen ist. Auch in diesem Fall gehdrt wzu L(TM).

Fir wi L(TM) h&t TM entweder nicht im Zustand 0, . oder TM l&uft unendlich lange

weiter, d.h. die Uberfuhrungsfolge K, P K¢ &3t sich unendlich lang fortsetzen, ohne daf? &-
ne Konfiguration erreicht wird, die den Endzustand enthdlt.
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Die2-DTM ™™ =(Q,S,1,d,b,q;,

Eine 2-DTM Turingmaschine zur Akzeptanz von
L(TM) ={ w|wi {0,1}" und wist die Binardarstellung einer geraden Zahl }& {e}

) wird gegeben durch

qaccept

Q={05 0,0}, S={0,1,b}, I ={ 0,1}, Gueey =G mit der Uberfiihrungsfunktion d , die
durch folgende Tabelle definiert ist:

momentaner Symbol unter dem neuer Zustand neues Symboal,

Zustand Schreib/L esekopf auf K opfbewegung auf
Band 1 Band 2 Band 1 Band 2

Qo b b o, b, S 1,S

0 b o O,R b, S

1 b a, 1,R b, S

a, b b d, b, R b, S

0 b o O,R b, S

1 b a, 1,R b, S

TM stoppt bei Eingabe von w nicht, falls w die Binardarstellung einer ungeraden Zahl ist.

Eine 2-DTM Turingmaschine zur Akzeptanz der Palindrome Uber { O, 1}

Die folgende Turingmaschine 2-DTM TM akzeptiert genau die Palindrome Uber {0, 1} :
L(TM) ={W|WT {014 undw=a,..a ,a, = anan_l...ai}E {e}.

™

=(CD’S’I’d’b’QO’Qat:cept) mlt Q:{qO""’qS}’ S:{O’l’b’#}’ I :{0’1} ’ qaccept =q5'

TM arbeitet wie folgt:

1.

2.
3.

Die 1. Zelle des 2. Bandes wird mit # markiert. Dann wird das Eingabewort auf das 2.
Band kopiert; der Kopf des 1. Bandes steht jetzt unmittelbar rechts des Eingabeworts.

Der Kopf des 2. Bandes wird bis zum Zeichen # zurtickgesetzt.

Der Kopf des 1. Bandes wird jeweils um 1 Zelle nach links und der Kopf des 2. Bandes
um 1 Zelle nach rechts verschoben. Wenn die von den Kopfen jeweils gelesenen Symbole
sdmtlich Ubereinstimmen, ist das Eingabenwort ein Palindrom, und die Maschine geht in
den Zustand q; =0, und stoppt. Sonst stoppt die Maschine in einem von q; verschiede-

nen Zustand.
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Die Uberfiihrungsfunktion wird durch folgende Tabelle gegeben:

momentaner | Symbol unter dem neuer neues Symbol,
Zustand Schreib/Lesekopf auf |  Zustand K opfbewegung auf
Band1l | Band2 Band1l | Band2
o 0 b o 0,S # R
1 b q, 1S # R
b b Qacoept b, S b, S
o, 0 b o, 0, R 0, R
1 b q, LR 1,R
b b d, b, S b, L
a, b 0 d, b, S O, L
b 1 a, b, S 1L
b # o b, L # R
0 0 0 d, 0,S 0, R
1 1 a, 1S LR
a, 0 0 s O, L 0,S
0 1 o oL 1S
1 0 q, 1,L 0,S
1 1 0 1L 1S
0 b Qacoept 0,S b, S
1 b Olacoept 1,S b, S
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Beobachtet man die Arbeitsweise einer Turingmaschine TM bei einem Eingabewort w, so
liegt nach endlich vielen Uberfiihrungen eine der folgenden Situationen vor:

1. Fal: TM ist bereitsin einem Zustand q* 0., Stehengeblieben (d.h. d(q,...) ist nicht de-
finiert). Dannist wi L(TM).

2.Fall: TMist bereitsim Zustand 0., Stehengeblieben. Dannist wi L(TM).

3. Fall:  TM ist noch nicht stehengeblieben, d.h. TM befindet sich in einem Zustand 0% Qe »
fir den d(q,...) definiert ist. Dann ist noch nicht entschieden, ob wi L(TM) oder
wl L(TM) gilt. TM ist eventuell noch nicht lange genug beobachtet worden. Es ist

nicht ,, vorhersagbar“, wie lange TM beobachtet werden muf3, um eine Entscheidung
zu treffen (esist algorithmisch unentscheidbar).

Eine Turingmaschine TM kann as Berechnungsvorschrift definiert werden: Das 1. Band
wird as Eingabeband und ein Band, etwa das k-te Band, als Ausgabeband ausgezeichnet.

Die Turingmaschine TM ber echnet eine partielle Funktion f, ;1" ® S’, wenn gilt:

Startet TM im Anfangszustand mit w, d.h. startet TM mit w auf dem Eingabeband im Zustand
g, (ale anderen Bander sind leer), und stoppt TM nach endlich vielen Schritten im akzeptie-

renden Zustand 0, » dann wird die Bandinschrift y des Ausgabebands von TM a's Funkti-

onswert y = f,, (w) interpretiert. Falls TM Uberhaupt nicht oder nicht im Endzustand stehen-
bleibt, dannist f.,, (w) nicht definiert. Daher ist f,,, eine partielle Funktion.

. i ® N
Eine2-DTM zur Berechnung der (totalen) Funktion f :
in ® n+l

iN ® N
Diefolgende 2-DTM berechnet die (totale) Funktion f : :
in ® n+l

Hierbei wird ein nl N als Zeichenkette in seiner Binardarstellung auf das Eingabeband ge-
schrieben; die hdchstwertige Stelle steht dabel ganz links. Der Wert O wird als Zeichenkette O
eingegeben, ale anderen Werte nT N ohne fuhrende Nullen. Entsprechend steht abschlie-
end n + 1 in seiner Bindrdarstellung ohne fihrende Nullen auf dem Ausgabeband (2. Band).

TM =(CD’S’I’d’b’qO’Qeu:cep'r) mlt Q:{qO""’qlg}’ S:{O’l’b’#}’ I :{O’l} ' qaccept =q19'
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TM arbeitet wie folgt:

. Auf das 2. Band wird zunéchst das Zeichen # geschrieben, das das linke Ende des 2. Ban-
des markieren soll. Dann wird auf das 2. Band eine 0 geschrieben und das Eingabewort w
auf das 2. Band kopiert (auf dem 2. Band steht jetzt #0w, d.h. das Eingabewort wist durch
eine fuhrende O erganzt worden).

. Auf dem 2. Band werden von rechts alle 1'en in O‘en invertiert, bis die erste O erreicht it;
diese wird durch 1 ersetzt (Addition n:=n + 1).

. Der Kopf des 2. Bandes wird auf die Anfangsmarkierung # zuriickgesetzt und gepriift, ob
rechts dieses Zeichens eine O steht (das bedeutet, dai die anfangs an w angeflgte flhrende
0 wieder entfernt werden muf).

. In diesem Fall wird der Inhalt des 2. Bandes komplett um zwei Position nach links ver-
schoben. Dadurch werden die fihrende O und das Zeichen # auf dem 2. Band entfernt. Es
ist zu beachten, dal3 am rechten Ende des 2. Bandes 2 L eerzeichen gesetzt werden.

. Andernfalls wird der Inhalt des 2. Bandes um 1 Position nach links verschoben und da-
durch das Zeichen # entfernt.

Die Uberfiihrungsfunktion wird durch folgende Tabelle gegeben:

momentaner |  Symbol unter dem neuer neues Symbol, Bemerkung
Zustand Schreib/Lesekopf auf | Zustand | Kopfbewegung auf
Band1l | Band2 Band1 | Band 2
o 0 b o 0,S |#R linkes Ende fur n+1
1 b o 1, S #, R | makieren
g, 0 b d, 0,S 0, R | fuhrende O erzeugen
1 b d, 1,S O, R
a, 0 b a, 0,R 0,R Inhalt des Eingabe-
1 b d, 1,R 1,R bandes auf 2. Band
b b d b, S b, L |kopieren
05 b 0 a, b, S 1.S | 1laddieren:
anhéngende 1'enin-
b 1 d b, S 0,L | vertieren, erste 0 von
rechts invertieren
a, b 0 ds b, S 0,L |auf #zuriickgehen
b 1 d, b, S 1,L
# s b, S # R
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Os b 0 s b, S 0, R | muRkfuhrende 0
b 1 O b, S 1,S | entfernt werden?
s b 0 a, b, S 0,L |gelesenes Zeichen
b 1 o8 b, S 1,L |im Zustand merken
b b Ohs b, S b, L
q, b 0 o b, S 0,L |2 Kopfum 1 Positi-
b 1 o b, S 1,L on nach links setzen
Os b 0 Cho b, S 0,L |2 Kopfum 1 Positi-
b 1 Cho b, S 1,L on nach links setzen
(o8 b 0 Oy b, S 0, R |0 schreiben
b 1 Oy b, S 0, R
b # Oy b, S 0, R
Oho b 0 Oy, b, S 1. R |1schreiben
b 1 Oy b, S 1R
b # Oy bS | LR
Oy b 0 O, b, S 0,R |2 Kopfum 1 Positi-
b 1 O, b, S 1, R |on nach rechts set-
zen
O, 0 s b, S 0,R |2 Kopf 1weitere
b o b, S 1, R | Position nach rechts
setzen
Ohs 0 Chs b, S b, L |letztes Zeichen
Oy b, S b, L l6schen und  nach
links gehen
Oy b 0 O =05 b, S b, S |[letztesZeichen
b 1 Cho =0 b, S b, S |[loschenund STOP
Ois b 0 Ohe b, S 0, L gelesenes Zeichen
b 1 O b, S 1,L |im Zustand merken
b b s b, S b, L
Oho b 0 Ohe b, S 0,R | Oschreiben
b 1 Ohs b, S 0, R
b # O b, S 0, R
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Oy b 0 Ohe b, S 1R | Lschreiben
b 1 Ohg bS | LR
b # Oy bS | LR
Oy b 0 O b, S 0, R |2 Kopfum1 Pos-
b 1 Ol b, S 1,R |tion nach rechts set-
zen

Die Konzepte der Berechnung partieller Funktionen und das Akzeptieren von Sprachen mit-
tels Turingmaschinen sind &quivalent:

Satz 2.1-1:
Berechnet die Turingmaschine TM die partielle Funktion ., ;1" ® S, dann kann man
eine Turingmaschine TM ¢ konstruieren mit L(TM ={w#y|y = ., (w)}.

Akzeptiert die Turingmaschine TM die Sprache L(TM), dann 1&% sich TM so modifi-
Zieren, dal sie die partielle Funktion f,, :1° ® S berechnet, die definiert ist durch
v (W) =y genau dann, wenn gilt:

(d, (W2).(e2), ... €2). € )P " (Cacorprs @1,12 ) @ 211 ) ot @i )y [ Y +2))

Die Aussage |&% die Interpretation zu, dal3 die Verifikation eines Funktionsergebnisses ge-
nauso komplex ist wie die Berechnung des Funktionsergebnisses selbst.

Die Uberfulhrungsfunktion d einer Turingmaschine TM werde folgendermalien modifiziert:
Die Zustandsmenge Q wird um einen neuen Zustand g, erweitert. Fir alle bisherigen Zu-

sténde g1 Q Mit g1 Gy, fUr die d(g, ...) nicht definiert ist, werdenin d die Zeilen

d( g a8 )= Geer (B2, S)-ons (@, S)) Mit & T S fir i =1,...,k

aufgenommen. FUr ¢, ist d nicht definiert. Kommt die so modifizierte Turingmaschine
bei Eingabe eines Wortes wi 1" in einen Zustand gl Q mit q* Q. fir die d(q,...) bis-
her nicht definiert war (es ist dann wi L(TM)), so macht die modifizierte Turingmaschine
noch eine Uberfiihrung, ohne die Bandinhalte zu andern, und stoppt im Zustand ¢, , ohne

das Wort w zu akzeptieren. Man kann daher annehmen, daf3 eine Turingmaschine TM so defi-
nierte Zustande ., UNd Q4 enthdt. Der Zustand g, heildt akzeptierender Zustand,

der Zustand ¢4, heifd nicht-akzeptierender (verwerfender) Zustand. Startet TM bei Ein-
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gabe eines Wortes wi | im Anfangszustand ¢, , so zeigt sie folgendes Verhalten: Entweder
kommt TM in den Zustand (... » dann ist wl L(TM) und die Eingabe w wird akzeptiert;
oder TM kommt in den Zustand g4, , dannist wi L(TM) und die Eingabe w wird verwor-
fen; oder TM lauft unendlich lange weiter, dann ist ebenfalls wi L(TM). Man kann TM da-
her als Blackbox darstellen, die eine Eingangsschnittstelle besitzt, tber die im Anfangszu-
stand g, ein Wort wi 1" eingegeben wird und der Start der Berechnung gemaR der Uberfiih-

rungsfunktion d erfolgt. Sie besitzt zwel , aktivierbare® Ausgangsschnittstellen: Die erste
Ausgangsschnittstelle wird von TM dann aktiviert, wenn TM bel der Berechnung den Zustand

acoepe €FTEICHE UN Stoppt; esist dann wi L(TM). Die zweite Ausgangsschnittstelle wird von

TM aktiviert, wenn TM bei der Berechnung den Zustand ¢, erreicht und stoppt; es ist dann

wl L(TM). Wird keine Ausgangsschnittstelle aktiviert, weil TM nicht anhélt, dann ist eben-
falls wi L(TM) . Eine graphische Reprasentation von TM sieht wie folgt aus.

WT | " qaccept > WT L(TM )
Orgect ———»WI L(TM)

stoppt nicht wi L(TM)

Da die Turingmaschine TM dazu verwendet wird, um festzustellen, ob ein Eingabewort
wi 1" vonihr akzeptiert wird, kann man TM vereinfacht auch folgendermalien darstellen:

WT | * qaccept > WT L(TM )
—» G -
™
stoppt nichq

Turingmaschinen kénnen zu neuen Turingmaschinen zusammengesetzt werden: Es seien zwei
Turingmaschinen TM, = (Ql,Sl, l,d,,b, quo,quaccept) und TM, = (QZ,SZ, 1,d,,b, qzyo,qzyaccept)
mit disjunkten Zustandsmengen (Q, C Q, = 4) und demselben Eingabealphabet 1 1 S, und
| I S, und jeweils getrennten Bandern gegeben. Die Anzahl der Bander von TM, s&i k,, die
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von TM, sa k,. Jewells das 1. Band ist das Eingabeband. Beispiele fur die Mdglichkeiten
der Zusammensetzung sind:

Man kann eine neue Turingmaschine TM durch Hinter einander schaltung von TM, und
TM, konstruieren, die die Bander von TM, und TM, umfal¥, d.h. k, +k, viele Bander
besitzt, und folgendermalien arbeitet: Eine Eingabe wi 1" fiir die zusammengesetzte Tu-
ringmaschine TM wird auf das 1. Band von TM, gegeben und auf das 1. Band von TM,
kopiert. Jetzt wird zunéchst das Verhalten von TM, auf w simuliert. Falls TM, das Wort
w akzeptiert, d.h. in den Zustand wird @, ..., 9elangt, wird das Verhalten von TM, auf w
simuliert. TM akzeptiert das Wort w, falls TM,, das Wort w akzeptiert. Es gilt:
L(TM)=L(TM,)C L(TM,,). Graphisch |43t sich TM wie folgt darstellen.

. 1 L(TM™,
wi | haccent—rey ™) s [
> Gio V| Oz0 wi
ql,reject q2,reject
™, ™,
stoppt ni chii stoppt nicht]

™

Die formale Notation von TM mit Hilfe der Uberfiihrungsfunktion ist etwas miihsam:

Esist TM =(Q,S,1,d,b,, 0, G seneye ) - Dabe it

Q=Q,EQ, E{ gy Gup die Zustandsmenge von TM mit zwei neuen Zustanden g,
und g, dienichtin Q, E Q, enthalten sind,

S=S,ES,E{# das Arbeitsalphabet von TM mit einem neuen Symbol #, das nicht in
S, E S, enthalten ist,

d: Q\{Gacep})” S ® Q" (S {L,R §})™* die Uberfiihrungsfunktion, die sich aus
den Uberfhrungsfunktionen d, und d, wie folgt ergibt:

Die Bander von TM werden von 1 bis k, +k, numeriert; die ersten k, Bénder sind die ur-
springlichen Bander von TM, . Insbesondere ist das Eingabeband von TM das urspringli-
che Eingabeband von TM, . Das Band mit der Nummer k, +1 ist das urspringliche Ein-
gabeband von TM, . Ein Eingabewort wi 1” wird auf das erste Band von TM gegeben.

L(TM,) G L(TM,)
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Esse n=|w. In die erste Zelle des Bands mit der Nummer k; +1 wird das Zeichen # ge-
schrieben und w auf dieses Band kopiert. Das Zeichen # dient dazu, das linke Ende des
Bands mit der Nummer k; +1 zu erkennen. Nach diesem Kopiervorgang stehen die Kopfe
des ersten und des (k, +1)-ten Bands jeweils Uber der (n+1)-ten Zelle, ale Gbrigen Kopfe

wurden nicht bewegt. Das Ende des Kopiervorgangs wurde dadurch erkannt, dal3 auf dem
ersten Band das Leerzeichen gelesen wurde. Nun werden die Kdpfe des ersten und des
(k, +1)-ten Bands beide zurlick auf das erste Zeichen von w gesetzt.

Fir den Kopier- und den Riicksetzvorgang der Kopfe werden folgende Zeilen in die Uber-
fuhrungsfunktion d von TM aufgenommen:

& 0 & 0
dGql,o,a,b,...,b,b,...,bjzgqcopy,(a,s),(b,s),...,(b,s),(#,R),(b,s),...,(b,s): fir ale
8 kq ko g e Ky [ 7]

al S, (bist das Leerzeichen),

& 0 e 0
déqcopy,a,b,...,b,b,...,b:=gqcopy,(a, R).(b,9)....(b.S).(.R). (b.9).....(b,S); fir ale
Ky ko g e Ky ko 7]

al 1 (man beachte, da? a = Leerzeichen hierbei nicht vorkommt),

2 0 0

d¢ qcopy,b,b,...,b,b,...,b;:gq%p,(b, S),(b,S).....(b,S),(b, L), (b,S)..... (b, S),

8 Ky ko g e [ [ 7]

e 0 e 0

dé Oupr AGb, .. D a,b, .. b= gqsklp,(ach) (b,S),....(b,S),(a L) (b, S)..., (b, S): fir alle
kq ko g e Ky [ g

ad 1E{b}und al I,

s &) 0 e 0

d$ 0y, a4, ..., b, #,b, ... b= gql (a¢s),(b,S)..... (b, S), # R).(b,S)..... (b, S): fur alle

8 Ky ko g e [ [ g

ad 1 E{b}.

Nun wird das Verhalten von TM, simuliert, wobei die Inhalte der Bander mit den Num-
mern k;, +1 bis k; +k, (entsprechend den urspriinglichen Bandern von TM,,) und die Po-
sitionen der Kopfe auf diesen Bandern nicht verandert werden. Die dafr erforderlichen
Zeilen in der Uberfilhrungsfunktion d lauten:
0 e 0
ey G 2,8y 8, 8D, D1= 0 (b,0,), (b, 0,), .. I, 0, ) (2 S). (b, S),.... (b, S)Fir
T ¢ 5 g K ke 2
jeden Eintrag d, ( q,, &, a,,....a )= (af, (b, d,), (b,,d, ). ... (6, d, )) in der Uberfihrungs-

funktion d, von TM, und al S,.
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Falls bei der Simulation der akzeptierende Zustand ¢, ..., VOn TM, erreicht wird, d.h.

wi L(TM,), wird die Simulation des Verhaltens von TM, auf w gestartet. Auf den ersten
k, andert sich dabei nichts mehr. Folgende Zeilen werden in die Uberfulhrungsfunktion d

aufgenommen:

% 9 %
déquaccept,al,az,...,a : é 500 (@, S), ( az,S),...,(akl,S),(a,S),(b,S),...,
P

[ ke
mit a,1 S,, ..., a1 S, undal S,und
6 o
¢

kl k2 g

e
déQzaal’aza e @1 015 925000 Gy ;zgqg:a (al’ S)’ (az’ S),...,(akl, S), (hl!dl)! (hzadz)’ ey

fur jeden Eintrag d,(d,., 9y, 9,.--. 9, )= (s, (., d,), (h,

rungsfunktion d, von TM, und a,7 S, ..., a, T S,.

Durch Parallelschaltung kann man aus TM, und TM, eine neue Turingmaschine TM
bilden: ein Wort w wird sowohl auf das 1. Band von TM, s auch auf das 1. Band von
TM,, gegeben und das Verhalten beider Turingmaschinen simultan simuliert. Sobald eine

ka

ka

d, ), (hy, .y, )) in der Uberfii-

der beiden Turingmaschinen w akzeptiert, wird wvon TM akzeptiert. Es gilt:

L(TM)=L(TM,)E L(T™,).

ql,accept
—» Gio
ql,rej ect

™,

PO stoppt nicht
wl |

wi L(TM,)

wl L(TM,)

qz,accept
3 Oz

q2,reject

™,

stoppt nicht

™

—>
wi L(TM,)E L(TM,)

]
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Auch hier ist die formale Notation von TM mit Hilfe der Uberfiihrungsfunktion etwas
muihsam:

Esist TM =(Q,S,1,d,b, Gy, Gueey)- Dabe it

Q=(Q" Q)E{ (G o} (dsip: G0 (e G )} i Zustancsmenge von TM mit zwel
neuen Zustanden q,,, und gy, , die nichtin Q, enthalten sind, und einem neuen Zustand
O..., der nicht in Q, E Q, enthalten ist (die Zustande bestehen jetzt aus Paaren von Zu-
standen der Turingmaschinen TM, und TM,, und drei neuen Zusténden),
S=S,ES,E{# das Arbeitsalphabet von TM mit einem neuen Symbol #, das nicht in
S, enthaten ist,

d: Q\{(9y.q.)) S ® Q" (S" {L,R S})*™ die Uberfiihrungsfunktion, die sich
aus den Uberfhrungsfunktionen d, und d, ergibt (siehe unten),

Qo = ( o qzlo) der Anfangszustand und

Oaccept = ( Glacer Oace) der akzeptierende Zustand von TM.

Die Bander von TM werden wieder von 1 bis k; +k, numeriert; die ersten k, Bander sind
die urspriinglichen Bander von TM, . Insbesondere ist das Eingabeband von TM das ur-
springliche Eingabeband von TM, . Das Band mit der Nummer k, +1 ist das urspringli-
che Eingabeband von TM, . Ein Eingabewort wi | wird auf das erste Band von TM ge-
geben. Wieder wird in die erste Zelle des Bands mit der Nummer k, +1 das Zeichen #
geschrieben und w auf dieses Band kopiert. Anschlief3end werden der Kopf des ersten
Bands auf den Bandanfang und der Kopf des (k; +1)-ten Bands auf die zweite Zelle
(rechte Nachbarzelle der Zelle, die das Zeichen # enthdt) zuriickgesetzt. Der Vorgang
verlauft dhnlich dem Vorgang, der bei der Hintereinanderschaltung von TM, und TM,
beschrieben wurde. Die erforderlichen Eintrage in der Uberfiihrungsfunktion lauten jetzt:

0 @ :
dg(’ql,o,qz,o), a0,..0.0..b7=E (4 0o (2.9 (0.5 (0.9) (1. R 0.9) . (0.
Ky ko g e Ky k, 7]

fir ale al S, (bist das Leerzeichen),

x 9 x 9
d§ (Geopy Do) 2,0, B, .. b =¢ (G &20) (@ R). (b, S)..... (0, S), (&, R), (b, S), .. (b, S):
Ky ko g e Ky ko 7]

fur ale al 1 (man beachte, da3 a = Leerzeichen hierbei nicht vorkommt),
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2

0 & 0
dﬁquy,qz,o), b,b,....b,b,... b::g(qsklp 0o ) (b,S). (b, S)..... (b, S). (b, L), (b, S).... (0, S
8 kg kk @ e Ky K, [}
® O e 0
dé (dsep. @ o) a6, ... 0, a,b, ... br=¢ (00 00) (@SL). (b, S)..... (0,9) (. L), (0, S). ... (b, )
ky ko g e Ky k,
furdle ad | E{b} und al I,
o2y 0 e 0
dé(qskip,qz,o), atb,...b,#,b,... b::g(qlo 00) (a¢S), (b, S)..... (b, S), (#,R). (b, 9). ... (b, )
ky ko g e ky K,

furale ad 1 E{b}.

Nun wird parallel das Verhalten von TM, und von TM, simuliert, wobei fur die Smula-
tion von TM, nur auf die Inhalte der Bander mit den Nummern 1 bis k, (entsprechend
den urspriinglichen Bandern von TM,) und fir die Simulation von TM, nur auf die In-
halte der Bander mit den Nummern k; +1 bis k; +k, (entsprechend den urspriinglichen

Bandern von TM,) zugegriffen wird. Die dafur erforderlichen Zeilen in der Uberfih-
rungsfunktion d lauten:

oS
dé( Oy Q2)’afu Ay &5 015 Oy -0y Gy,

ki ka

Q- 1o

6
(bz d ) ’(bk !dkl)’ (hl!el)! (hz’ez)’---’(hkzahkz);

ky ky 2}
falls dy( . a,a,,...a )=(at (b, d,) (b, d,), ... (B, d,. )) in der Uberfiihrungsfunktion
d, von T™, und d,(d,,9;, .- 9 )= (a8, (h. &), (h,. &), ... (h, . & )) in der Uberfiih-

rungsfunktion d, von TM,, ist.

('D-@OMOS,B

Falls bei der Simulation ein Zustand der Form (6 ,4e» @,) mit 0,1 Q, bzw. der Form
(ql, qzy,ejw) mit g, 1 Q, erreicht wird, muR sichergestellt werden, dai? die Simulation von

TM, bzw. von TM, weiterlauft. Daher werden auch folgende Eintrége in die Uberfiih-
rungsfunktion d aufgenommen:

e
dé(ql,reject!qZ)!alaaz, s @ 5 Op, Ogr s G,

ki ka

Q- 1o

g O reject qg: al S) (az S) ""(akl’s)’ (hl’el)’ (hz’eZ)""’(h"Z’ekz)g

kl k2 g

2
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mit a,1 S, .., a 1 S, und fdls d,(a,, 9;, 9., 9, )= (a8, (. &), (hn &), (1 &)
in der Uberfhrungsfunktion d, von TM,, ist und

e 6
dé (Cha Uz reject )’ a,8;, 8, 01,9z, gkzi
kl k2 b

® 6

=§(qu orge (01 01 () 0.0 ) (019,02 9). (g1, )2

Ky K, [1,]

fur jeden Eintreg d,(qy, a, a,,...a )= (af (b, d,). (b, d,), ... [0, dy ) in der Uberfiih-
rungsfunktion d, von TM, und g, S,, ..., g, T S,.

Schliefdich soll TM die Eingabe w akzeptieren, wenn TM, oder TM,, die Eingabe akzep-

tiert. Folgende Eintrage werden daher in die Uberfiihrungsfunktion von TM aufgenom-
men:

& 9
dé(ql,accept’ qz)!alaaza ""akl’ 9,95, gkzi
K K p

3 :

é(qacc’ qacc) (ali S)! (3.2, S), ...,(akl, S), (gl, S), (92’ S), ceey (gkz,S): und

[ Ky ﬂ
& 9
d (ql’ q2,accept)’a1’az’ PR TN I ¢ PYRTY gkzi

Do O

K K g
@ 6
é Ouc O ) (31, 9), (82, 9), - (&, ) (01, 9). (0, 9). . (o, S
ky k, 2

furale o1 Q. q,1 Q. &1 S,,...,a,1Sundgls,, ., gls,.

Dadurch, dal3 man die Turingmaschine TM, als Unterprogramm in die Berechnung der
Turingmaschine TM, einsetzt, erhdt man eine neue Turingmaschine TM, die prinzipiell
folgendermalRen ablauft: Eine Eingabe wi 1° wird in TM, eingegeben. Ein Band von
TM, wird as,, Parametertibergabeband” fir TM, ausgezeichnet. Sobald TM, in einen as
Parameter Uibergabezustand ausgezeichneten Zustand g, gelangt, wird der Inhalt des Para-
metertibergabebands auf das erste Band von TM, kopiert. Wird diese Eingabe von TM,
akzeptiert, wobei bei Akzeptanz der Inhalt des k,-ten Bands y lautet, wird das Parameter-
Ubergabeband geldscht, y darauf kopiert, das erste Band von TM, geldscht und die Be-
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rechnung von TM, fortgesetzt. Die Ausformulierung der Details dieser Konstruktion
werden dem Leser als Ubung Uiberlassen.

Obige Uberlegungen und Ausfulhrungen in Kapitel 3.1 zeigen:

Satz 2.1-2:
Die Klasse der von Turingmaschinen akzeptierten Mengen ist gegeniber Vereinigungs-
bildung und Schnittbildung abgeschlossen.

Die Klasse der von Turingmaschinen akzeptierten Mengen ist gegentiber Komplement-
bildung nicht abgeschlossen: Wenn LI S™ von einer Turingmaschine TM akzeptiert
wird, d.h. L =L(TM), muR das Komplement S'\ L von L nicht auch notwendigerweise
von einer Turingmaschine akzeptiert werden.

Firr éine k-DTM T™M =(Q,S,1,d,b, 0y, Qeeerx) UNd €ine Eingabe wi L(TM) gelte

(qO ! (W’l)’ (e’l)’ S (e’l)) D " Kaccept
mit einer Endkonfiguration K e = (Guccens @101 ) -+ @4, ). Dann wird durch t,,, (W) =m

accept —
eine partielle Funktion t,, :S ® N definiert, die angibt, wieviele Uberfiihrungen TM
macht, um w zu akzeptieren. Es handelt sich hierbei um eine partielle Funktion, da t,, fur
Worter wi L(TM) nicht definiert ist.

Die Zeitkomplexitdt von TM (im schlechtesten Fall, worst case) wird definiert durch die
partielle Funktion T;,, :N® N mit

T (0) = max{ tr,, (W) (Wl S" und W £n}.

Bemerkung: In der Literatur findet man auch die Definition
Ty (n) = max{ t,,, (W) [ Wl S" und|w|=n}

Entsprechend kann man die Platzkomplexitdt von TM (im schlechtesten Fall, worst case)
Sy (n) as den maximalen Abstand vom linken Ende eines Bandes definieren, den ein

Schreib/Lesekopf bei der Akzeptanz eines Worts wi L(TM) mit |w| £n erreicht.
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Beispide:

Die oben angegebene Turingmaschine zur Akzeptanz der Palindrome Uber {0,1} hat eine
Zeitkomplexitét der Grol3e T,,, (n) = 4n+ 3 und eine Platzkomplexitét S, (N) =n+2.

iN ® N

Die oben angegebene Turingmaschine zur Berechnung der Funktion f : 1 N ® nil hat
|

folgende Zeitkomplexitdt: Der Wert n wird in Bindrdarstellung auf das Eingabeband gege-

ben. Die Eingabe w=bhin(n) belegt daher fiir n3 1 | w|=|bin(n) |=dog,(n)(+1 viele Zei-
chen bzw. ein Zeichen fur n = 0. Dann fiihrt die Turingmaschine O( w|)=0(log(n)) viele
Schritte aus. Die Zeitkomplexitét ist linear in der Lénge der Eingabe.

Bel der Betrachtung der Zeitkomplexitét werden in diesem Beispiel also die Bitoperationen
gezahlt, die bendtigt werden, um f (n) zu berechnen, wenn n in Binérdarstellung gegeben ist.
Die Turingmaschine dieses Beispiels |8/ sich leicht zu einer Turingmaschine modifizieren,
iN"N ® N .
die die Funktion SUM : : berechnet. Hierbel werden die Zahlen nund min
f(n,m ® n+m
Bindrdarstellung, getrennt durch das Zeichen #, auf das Eingabeband geschrieben, d.h. die
Eingabe hat die Form w =bin(n)#bin(m) . Dann werden die Zahlen n und m stellengerecht
iN'N ® N"
addiert. Auch fir die arithmetischen Funktionen DIF : %(n m ® :” m firn3m,
P i 0 firn<m
iN“N ® N iN"N, ® N
MULT :{ und DIV :j . .
i(nm ® nm 1 (hm ® g/m
ringmaschinen angeben. Dabei wird beispielsweise die Berechnung von MULT auf sukzessive
Anwendung der Berechnung fir SUM zurtickgefuhrt. In jedem Fall erfolgt die Eingabe in der
Form w=hin(n)#bin(m), und die Zeitkomplexitéten geben an, wieviele Bitoperationen zur
Berechnung der jeweiligen Funktionen erforderlich sind. Die Ergebnisse sind in folgendem
Satz zusammengefalt.

lassen sich entsprechende Tu-
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Satz 2.1-3:
Es seien n und m natirrliche Zahlen. Mit size(n) werde die Lange der Binardarstellung

der Zahl n (ohne fuhrende bindre Nullen) bezeichnet. Dabel sei size(0) =1. Es gelte
I3 |m, k=size(n)? size(m), kT O(log(n)). Dann gibt es Turingmaschinen, die die
Funktionen SUM (n, m), DIF(n,m), MULT(n,m) und DIV (n,m) berechnen und fol-
gende Zeitkomplexitdten besitzen:

(i) Die Addition und Differenzenbildung der Zahlen n und m (Berechnung von
SUM (n,m) und DIF(n,m)) erfordert jeweils O(k), also O(log(n)) viele Bitope-
rationen.

(i) Die Multiplikation der Zahlen n und m (Berechnung von MULT (n,m)) kann in

O(k?), dsoin Of(log(n))?) vielen Bitoperationen durchgefiihrt werden.

(iii) Ist size(n)? 2>xsize(m), dann kann die Berechnung des ganzzahligen Quotienten
&/m{ (Berechnung von DIV (n,m))in O(k?), adsoin O((Iog(n))z) vielen Bitope-
rationen durchgefihrt werden.

Meist ist man nicht am exakten Wert der Anzahl der Konfigurationséanderungen interessiert,
sondern nur an der GroélRenordnung der Zeitkomplexitat (in Abhéngigkeit von der Grofie
der Eingabe). Bei der Analyse wird man meist eine obere Schranke g(n) fur T, (n) herlei-
ten, d.h. man wird eine Aussage der Form T, (n) £ g(n) begrinden. In diesem Fall ist
T, (N)T O(g(n)). Eine zusitzliche Aussage T.,, (n) £ h(n) £ g(n) mit einer Funktion h(n)
fuhrt auf die verbesserte Abschétzung T, (n)1 O(h(n)). Man ist also bei der worst case-
Analayse an einer moglichst kleinen oberen Schranke fur T,,, (n) interessiert.

Es gibt eine Rethe von Varianten von Turingmaschinen:

Die Turingmaschine besitzt Bénder, die nach links und rechts unendlich lang sind.

Die Turingmaschine besitzt ein einziges nach links und rechts oder nur zu einer Seite un-
endlich langes Band.

Die Turingmaschine besitzt mehrdimensionale Bénder bzw. ein mehrdimensionales Band.
Das Eingabeal phabet der Turingmaschine besteht aus zwei Zeichen, etwal = {0, 1}.

Das Arbeitsal phabet der Turingmaschine besteht aus zwei Zeichen, etwa S ={0, 1}.

Die Turingmaschine hat endlich viele Endzusténde.

Es zeigt sich, dal? ale Definitionen algorithmisch aquivalent sind, d.h. eine Turingmaschi-
nenvariante kann eine andere Turingmaschinenvariante simulieren. Allerdings &ndert sich da-
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bei u.U. die Zeitkomplexitét, in der von der jeweiligen Turingmaschinenvariante Sprachen er-
kannt werden. Beispielsweise kann eine k-DTM TM mit Zeitkomplexitét T, (n) durch eine

1-DTM mit Zeitkomplexitat O(TTZM (n)) simuliert werden.

2.2 Random Access Maschinen

Eine Random Access Maschine (RAM) modelliert einen Algorithmus in Form eines sehr
einfachen Computers, der ein Programm ausfiihrt, das sich nicht selbst modifizieren kann und
fest in eilnem Programmspeicher geladen ist. Das Konzept der RAM st zunéchst als Modell
fur die Berechnung partieller Funktionen f:Z"® Z™ gedacht, die n-stellige Zahlenfolgen
(ganzer Zahlen) auf m-stellige Zahlenfolgen abbilden. Eine Turingmaschine dagegen ist zur
Akzeptanz von Sprachen L1 S’ bzw. zur Berechnung von partieller Funktionen f:S ® S¢
konzipiert, die Zeichenketten (Woértern) Uber einem endlichen Alphabet auf Zeichenketten
Uber eventuell einem anderen Alphabet abbilden. Es wird sich jedoch zeigen, dal3 beide Mo-
delle aquivalent sind. Beide Modelle sind in der Lage, numerische Funktionen zu berechnen
und als Sprachakzeptoren eingesetzt zu werden. Wahrend die ,,Programmierung® einer Tu-
ringmaschine in der Definition der Uberfilhrungsfunktion besteht, eine Vorgehensweise, die
verglichen mit der gangigen Programmierung eines Computers zumindest gewohnungsbe-
durftig ist, entspricht die Programmierung einer RAM eher der Programmierung eines Com-
puters auf Maschinensprachebene.

Eine RAM hat folgende Bestandteile:

Eingabeband: eine Folge von Zellen, die als Eingabe n ganze (positive oder negative)
Zahlen x,, ..., X, enthalten und von einem Lesekopf nur gelesen werden kdnnen. Nach-

dem eine Zahl x gelesen wurde, rickt der Lesekopf auf die benachbarte Zelle, die die
ganze Zahl x,,, enthélt.

Ausgabeband: eine Folge von Zellen, Gber die ein Schreibkopf von links nach rechts
wandert, der nacheinander ganze Zahlen y; schreibt. Ist eine Zahl geschrieben, kann sie
nicht mehr veréndert werden; der Schreibkopf rtickt auf das rechts benachbarte Feld.
Speicher: eine unendliche Folge r,, r,, r,, ..., von Registern, die jeweils in der Lage
sind, eine beliebig grolRe ganze Zahl aufzunehmen. Das Register r, wird as Akkumula-

tor bezeichnet. In ihm finden alle arithmetische Operationen statt.

Programm: eine Folge aufsteigend numerierter Anweisungen, die fest in der RAM , ver-
drahtet” sind. Zur besseren Lesbarkeit eines RAM-Programms konnen einzelne Anwel-
sungen auch mit symbolischen Marken versehen werden. Jede RAM stellt ein eigenes
Programm dar, das nattrlich mit unterschiedlichen Eingaben konfrontiert werden kann.
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Das Programm kann sich nicht modifizieren. Ein Programm ist aus einfachen Befehlen
aufgebaut (siehe unten). Die einzelnen Anweisungen werden nacheinander ausgefiihrt.
Befehlszahler: enthélt die Nummer der n&chsten auszufiihrenden Anweisung.

KT A R A A

Eingabeband

ro Akkumulator

Befehlszahler

Programm

Speicher

el L[ DD

Ausgabeband

Um die Bedeutung des Befehlsvorrats einer RAM festzulegen, wird die Speicherabbil-
dungsfunktion c:N® Z verwendet. c(i) gibt zu jedem Zeitpunkt des Programmlaufs den

Inhalt des Registers r. an. Zu Beginn des Programmlaufs wird jedes Register mit dem Wert O
initialisiert, d.h. esist c(i) =0 fir jedes il N.

Jeder Anweisung (Befehl) ist aus einem Operationscode und einem Operanden aufgebaut.
Ein Operand kann eine der folgenden Formen aufwei sen:

1 i
2. c(i),fur i3 0;ba i <0stoppt die RAM
3. c(c(i)), furi3 Ound c(i)2 O; bel i <0 oder c(i) <0stoppt die RAM.
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Die RAM-Anweisungen und ihre Bedeutung sind folgender Tabelle zu entnehmen. Dabel
steht i fur eine nattrliche Zahl und m fir eine Anweisungsnummer bzw. flir eine Anwel-
sungsmarke im Programm der RAM.

RAM-Anweisung Bedeutung

LOADI c(0) =i
LOAD c(i) furiz3 o0 c(0):=c(i)
LOAD c(c(i)) furizo c(0) :=c(c(i))

und c(i) 2 O
STORE c(i) furi30 c(i):=c(0)
STORE c(c(i)) fari3 0 c(c(i)):=c(0)

und c(i)2 0
ADD i c(0):=c(0) +i
ADD c(i) furiz3o c(0):=c(0) +c(i)
ADD c(c(i)) furizo c(0) :=c(0) +c(c(i))

und c(i) 2 O
SUB i c(0):=c(0)- i
SUB c(i) fari3 0 c(0):=c(0) - c(i)
SUB c(c(i)) faris 0 c(0):=c(0) - c(c(i))
und c(i)2 0

MULT i c(0):=c(0)*i
MULT c(i) fari3o0 c(0) :=c(0)* c(i)
MULT c(c(i)) fuariz3o0 c(0):=c(0)* c(c(i))

und c(i)2 0
DIVi furit 0 c(0):=&(0) /i)
DIV c(i) fari® 0 c(0):=¢&c(0)/c(i)(, fals c(i) * O ist, sonst stoppt die RAM
DIV c(c(i)) furiz o0 c(0):=¢&c(0)/c(c(i))(, falls c(c(i))* O ist, sonst stoppt die

und c(i) 2 O RAM
READ c(i) fuari3o0 c(i) :== momentaner Eingabewert , und der Lesekopf riickt eine
Zéelle nach rechts

READ c(c(i)) fuari2 0 c(c(i)) := momentaner Eingabewert, und der Lesekopf rickt

und c(i)3 0 |ene Zelle nach rechts
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WRITE i
WRITE c(i) furi3 o0

WRITE c(c(i)) furi3 0
und c(i)2 0

i wird auf das Ausgabeband gedruckt, und der Schreibkopf
rickt um eine Zelle nach rechts

c(i) wird auf das Ausgabeband gedruckt, und der Schreibkopf
rickt um eine Zelle nach rechts

c(c(i)) wird auf das Ausgabeband gedruckt, und der Schreib-
kopf ruckt um eine Zelle nach rechts

JUMP mM

Der Befehlszdhler wird mit der Nummer der Anweisung gela-
den, die die Marke m tragt (néchste auszufihrende Anwei-
sung)

JGTZ m

Der Befehlszdhler wird mit der Nummer der Anweisung gela-
den, die die Marke m tragt (néchste auszufihrende Anwei-
sung), falls ¢(0) >0 ist, sonst wird der Inhalt des Befehlszah-

lersum 1 erhoht

JZERO m

Der Befehlszdhler wird mit der Nummer der Anweisung gela-
den, die die Marke m tragt (néchste auszufihrende Anwei-
sung), falls ¢(0) =0 ist, sonst wird der Inhalt des Befehlszah-

lersum 1 erhoht

HALT

Die RAM stoppt

Falls eine Anweisung nicht definiert ist, z.B. STORE 3 oder STORE c(c(3)) mit c(3) =- 10,
dann stoppt die RAM, desgleichen bei einer Division durch O.

Die RAM RAM definiert bei Beschriftung der ersten n Zellen des Eingabebandes mit x,, ...,
X, eine partielle Funktion fg,, :Z"® Z™ (die Funktion ist partiell, da RAM nicht bei jeder

Eingabe stoppen muld): falls RAM bei Eingabe von X, ..., X, stoppt, nachdem vy,, ..., y,, in

die m ersten Zellen des Ausgabebands geschrieben wurde, dann ist

feam (Xl’ sy Xn): (yli"" ym)'

Eine RAM zur Berechnung der Funktion f

iIN ® N
| i1 far n=0
n @ )
4 in" far n31

Ein entsprechendes RAM-Programm lautet:




2 Modeleder Berechenbarkeit

RAM-Anweisungsfolge

Bemerkung zur Bedeutung

Zellennummer RAM-Befehl
1 READ c(1) r,:=n, Eingabe
2 LOAD c(1) IF r, £0 THEN Write(0)
3 JGTZ pos
4 WRITE 0
5 JUMP endif
pos LOAD c(1) =
7 STORE c(2)
8 LOAD c(1) r=r-1
9 SUB 1
10 STORE ¢(3)
while LOAD c(3) WHILE r, >0 DO

12 JGTZ continue
13 JUMP endwhile

continue | LOAD c(2) r,:=r,*r,
15 MULT c(1)
16 STORE c(2)
17 LOAD c(3) r=ry-1
18 SUB 1
19 STORE ¢(3)
20 JUMP while

endwhile  |WRITE c(2) Write (r,)

endif HALT

Eine RAM kann auch as Akzeptor einer Sprache interpretiert werden. Die Elemente des
endlichen Alphabets S werden dazu mit den Zahlen 1, 2, ..., |§ identifiziert. Das RAM-

Programm RAM akzeptiert L1 S auf folgende Weise. In die ersten n Zellen des Eingabe-
bandes werden Zahlen geschrieben, die den Buchstaben x,, ..., x, eines Wortes wi S,
W=X, ...X,, entsprechenden. In die (n+1)-te Zelle kommt as Endmarkierung der Wert O.

RAM akzeptiert w, falls ale den Buchstaben von w entsprechenden Zahlen und die Endmar-
kierung O gelesen wurden, von RAM eine 1 auf das Ausgabeband geschrieben wurde und
RAM stoppt, dannist wi L. Falls wi L ist, dann stoppt RAM mit einer Ausgabe ungleich 1,

oder RAM stoppt nicht. Die auf diese Weise akzeptierten Worter aus S bilden die Menge

L(RAM)..
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Ein RAM-Programm P zur Akzeptanz von
L(P) ={w|wi {1,2}" und die Anzahl der I'enist gleich der Anzahl der 2'en }

P liest jedes Eingabesymbol nach Register r, (hier wird angenommen, dal3 nur die Zahlen 0, 1

und 2 auf dem Eingabeband stehen) und berechnet in Register r, die Differenz d der Anzah-
len der bisher gelesenen 1‘en und 2'en. Wenn beim Lesen der Endmarkierung O diese Diffe-
renz gleich O ist, wird eine 1 auf das Ausgabeband geschrieben, und P stoppt.

RAM-Anweisungsfolge

Zeilennummer

RAM-Befehl

Bemerkung zur Bedeutung

LOAD 0
STORE ¢(2)

d:==0

READ c(1)

Read (X)

while

LOAD c(1)
JZERO endwhile

WHILE x* 0 DO

LOAD c(1)
SUB 1
JZERO one

IF xt1

LOAD c(2)
SUB 1
STORE ¢(2)

THEN d:=d-1

JUMP endif

one

LOAD c(2)
ADD 1
STORE ¢(2)

ELSE d:=d+1

endif

READ c(1)
JUMP while

Read (X)

endwhile

output

LOAD c(2)
JZERO output
HALT
WRITE 1
HALT

IF d =0 THEN Write (1)
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Auch beim RAM-Modell interessieren Zeit- und Raumkomplexitat einer Berechnung.

Mit Z" werde das n-fache kartesische Produkt von Z bezeichnet, d.h. Z"=Z" ...” Z. Die
%,_/

n-mal

Menge Z~ dler endlichen Folgen ganzer Zahlen sei definiert durch Z° :UZ” :

n30

Ein RAM-Programm RAM lese die Eingabe X, ..., X, und durchlaufe bis zum Erreichen der
HALT-Anweisung m viele Anweisungen (einschliefdich der HALT-Anweisung). Dann wird
durch  te,, (X,... x,)=m eine partielle Funktion t.,, :Z° ® N definiert. Falls RAM bel

Eingabevon Xx,, ..., X, nicht anhdlt, dann ist tgy, (x,, ..., X, ) nicht definiert.

In diesem Modell werden zwei Kostenkriterien unterschieden:

Beim uniformen Kostenkriterium bendtigt die Ausfiihrung jeder Anweisung eine Zeitein-
heit, und jedes Register belegt eine Platzeinheit. Die Zeitkomplexitdt von RAM (im schlech-
testen Fall, worst case) wird unter dem uniformen Kostenkriterium definiert durch die
partielle Funktion Ty, : N® N mit

Tea (N) = max{ to,, (W) | wbesteht ausbis zu n viden natiirlichen Zahlen }.

Entsprechend wird die Platzkomplexitédt von RAM (im schlechtesten Fall, worst case)
Spav (M) unter dem uniformen Kostenkriterium als die wahrend der Rechnung bendtigte
maximale Anzahl an Registern definiert, wenn bis zu n viele Zahlen eingelesen werden.

Ein Register bzw. eine Zelle des Eingabe- und Ausgabebandes kann im RAM-Modell eine
beliebig grof3e Zahl aufnehmen. Eine Berechnung mit n , grof3en Zahlen® ist unter dem uni-
formen Kostenkriterium genauso komplex wie eine Berechnung mit n ,kleinen Zahlen®. Die-
se Sichtweise entspricht haufig nicht den praktischen Gegebenheiten. Dies gilt in der Praxis
besonders dann, wenn Speicherzellen eine beschrankte GrofRe aufweisen, so dald fur die
Handhabung grof3er Zahlen pro Zahl mehrere Speicherzellen erforderlich sind. Es erscheint
daher sinnvoll, die Grélienordnung der bel einer Berechnung beteiligten Zahlen bzw. Operan-
den mit zu berticksichtigen. Dieses fuhrt auf das logarithmische Kostenkriterium, das die
Grolen der bel einer Berechnung beteiligten Zahlen (gemessen in der Anzahl der Stellen zur
Darstellung einer Zahl in eéinem geeigneten Stellenwertsystem) berlicksichtigt.
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Mit (i) werde die L &nge einer ganzen Zahl i bezeichnet:

. idodil(+1 furit O
1y = 8dl

i1 firi=0

Die Kosten eines Operanden einer RAM-Anweisung faldt folgende Tabelle zusammen.

Operand Kosten
[ [(i)
c(i) 1(i) +1(c(i))
c(c(i)) (i) +1(c(i)) +1(c(c(i)))

Beispielsweise erfordert die Ausfiihrung einer Anweisung ADD c(c(i)) folgende Einzelschrit-
te:
1. ,Decodieren* des Operanden i: Kosten 1 (i)

2. ,Lesen* von c(i): Kosten I(c(i))
3. ,Lesen* von c(c(i)): Kosten |(c(c(i)))
4. Ausfuihrung von ADD c(c(i)): Kosten 1(c(0)) +1(i) +1(c(i)) +1(c(c(i))) .

Die folgende Tabelle zeigt die Kosten unter dem logarithmischen Kostenkriterium der Aus-
fuhrung fur jede RAM-Anweisung.

RAM-Anweisung Bedeutung Kosten der Ausfiihrung

LOAD i c(0) =i [(i)

LOAD c(i) furiz 0 c(0):=c(i) (i) +1(c(i))

LOAD c(c(i)) furiz 0 c(0) :=c(c(i)) (i) +1(c(i)) +1(c(c(i)))
und c(i) 2 O

STORE c(i) furiz 0 c(i):=c(0) [(c(0)) +1(i)

STORE c(c(i)) furi3 0 c(c(i)) :=c(0) [(c(0)) +1(i) +1(c(i))
und c(i)2 0

ADDIi c(0) :=c(0) +i [(c(0) +1(i)

ADD c(i) farizo0 c(0):=c(0) +c(i) [(c(0)) +1(i)+1(c(i))

ADD c(c(i)) furizo0 c(0) :=c(0) +c(c(i)) [(c(0)) +I1(i) +1(c(i)) +I(c(c(i)))

und c(i) 2 O
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SUB i c(0):=c(0)- i [(c(0) +1(i)

SUB c(i) fari3 0 c(0):=c(0) - c(i) [(c(0)) +1(i)+1(c(i))

SUB c(c(i)) farizo0 c(0) :=c(0) - c(c(i)) [(c(0)) +I1(i) +1(c(i)) +1(c(c(i)))
und c(i)2 0

MULT i c(0):=c(0)*i [(c(0)) +1(i)

MULT c(i) firri2 0

c(0):=c(0)* c(i)

1(c(0)) +1(i) +1(c(i))

MULT c(c(i)) faris 0 c(0) :=c(0)* c(c(i)) [(c(0)) +I1(i) +1(c(i)) +1(c(c(i)))
und c(i)3 0
DIVi firit 0 c(0) := &(0)/i{j 1(c(0)) +1(i)
DIV c(i) furi3o0 c(0) :=¢&c(0)/c(i)(j [(c(0) +1(i)+1(c(i))
DIV c(c(i)) firiso0 c(0):= &(0)/ c(c(i)){ 1(c(0)) +1(i) +1(c(i)) +1(c(c(i)))
und c(i) 2 O
READ c(i) fuari3o0 c(i) := Eingabewert [ (Eingabewert) +1(i)
READ c(c(i)) fuari20 c(c(i)) := Eingabewert [ (Eingabewert) +1(c(i))
und c(i)2 0
WRITE i Ausgabe von i [(i)
WRITE c(i) furi3 o0 Ausgabe von c(i) [(c(i))
WRITE c(c(i)) faris 0 Ausgabe von c(c(i)) [(c(c(i)))
und c(i)2 0
JUMP m Befehlszéhler :=m 1
JGTZm Befehlszahler .= m, [(c(0))
fals c(0) >0 igt
JZEROm Befehlszahler .= m, [(c(0))
fals c(0) =0 ig
HALT Die RAM stoppt 1

Die Zeitkosten eines RAM-Programms bei gegebenen Eingabewerten unter dem log-
arithmischen Kostenkriterium ist gleich der Summe der Kosten der abzuarbeitenden An-
weisungen. Entsprechend sind die Platzkosten eines RAM-Programms bei gegebenen Ein-
gabewerten unter dem logarithmischen Kostenkriterium gleich dem Produkt der wéahrend
der Rechnung bendtigte maximalen Anzahl an Registern und der Lange der langsten wéahrend
der Abarbeitung abgespeicherten Zahl.
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Kosten des RAM-Programms zur Berechnung der Funktion

N ® N
il far n=0
n ® i

| "
in" for n31

1
f:%
t

uniformes K ostenkriterium

L ogarithmisches Kostenkriterium

Zeitkomplexitét

O(n)

O(n* ¥og(n))

Patzkompl exitét

oD

O(log(n))

Kosten desRAM-Programm P zur Akzeptanz von

L(P) ={w|wi {1,2}" und die Anzahl der I'enist gleich der Anzahl der 2'en }

uniformes K ostenkriterium

L ogarithmisches Kostenkriterium

Zeitkomplexitét

O(n)

O(n>log(n))

Patzkompl exitét

o)

O(log(n))

Eine RAM RAM kann eine deterministische Turingmaschine mit k Bandern (k-DTM) TM si-
mulieren. Dazu wird jede Zelle von TM durch ein Register von RAM nachgebildet. Genauer:
der Inhalt der i-ten Zelle des j-ten Bandes von TM kann in Register r,, ;.. gespeichert werden.

Hierbei wird angenommen, dal die Symbole des Alphabets S von TM fir RAM mit den
Zahlen 1, ..., |§ identifiziert werden, so da3 man davon sprechen kann, daf3 ,ein Symbol aus

S in einem Register oder einer Zelle des Eingabe- oder Ausgabebandes von RAM gespeichert
werden kann®. Der Wert c2 k ist eine Konstante, durch die die Register r,, ..., 1, als zusitz-

liche Arbeitsregister fir RAM reserviert werden. Unter diesen Arbeitsregistern werden k Regi-
ster, etwa r,, ..., I, dazu verwendet, die jeweilige Kopfposition von TM wéahrend der Simu-
lation festzuhalten (r; enthdlt die Kopfposition des j-ten Bandes). Um den Inhalt einer Zelle
von TM in der Simulation zu lesen, wird indirekte Adressierung eingesetzt. Beispielsweise
kann der Inhalt der simulierten Zelle, Uber der sich gerade der Schreib/Lesekopf des j-ten

Bandes befindet, in den Akkumulator durch die RAM-Anweisung LOAD c(c(j)) geladen
werden.
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Satz 2.2-1:
Hat die k-DTM TM die Zeitkomplexitét T ,,,(n) 2 n, dann gibt es eine RAM RAM, die
die Eingabe von TM in die Register liest, die das erste Band nachbilden, und anschlie-
Rend die T,,,(n) Schritte von TM simuliert. Dieser Vorgang verlauft unter uniformem

Kostenkriterium in O(T,,, (n)) vielen Schritten, unter logarithmischem K ostenkriterium
in O(T,,, (n)¥og(T,,, (n))) vielen Schritten.

Umgekehrt gilt:

Es sai L eine Sprache, die von einem RAM-Programm der Zeitkomplexitat T gy, (N)

unter dem logarithmischen Kostenkriterium akzeptiert wird. Falls das RAM-Programm
keine Multiplikationen oder Divisionen verwendet, dann wird L von einer k-DTM (fur

ein geeignetes k) mit Zeitkomplexitét O(TRAM 2(n)) akzeptiert.

Falls das RAM-Programm Multiplikationen oder Divisionen einsetzt, werden diese Operatio-
nen jeweils durch Unterprogramme simuliert, in denen als arithmetische Operationen nur Ad-
ditionen und Subtraktionen verwendet werden. Es |83 sich zeigen, dal3 diese Unterprogram-
me so entworfen werden kénnen, dal3 die logarithmischen Kosten zur Ausfihrung des jewel-
ligen Unterprogramms hdchstens das Quadrat der |ogarithmischen Kosten der Anweisung be-
tragen, die es nachbildet.

Die folgende Ubersicht zeigt (in Ergénzung mit den Aussagen aus Kapitel 2.1) die Anzahl der
Schritte (Zeitkomplexitét), die Maschinenvariante A benétigt, um die Ausfihrung einer Rech-
nung zu simulieren, der auf Maschinenvariante B bei einem akzeptierten Eingabewort w der
Lange n eine Schrittzahl (Anzahl der Uberfiihrungen bis zum Akzeptieren) von T(n) beno-

tigt. Dabel wird fur das RAM-Modell das logarithmische Kostenkriterium angenommen.

simulierende Maschine A

Simulierte Maschine B 1-DT™M k-DTM RAM
1-DTM - o(T(n)) O(T(n)log(T (n)))
kDTM ofr?(m) : O(T (n)log(T (m)))
RAM o(T3(m) o(r?(n)) ]
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2.3 Programmiersprachen

In den meisten Anwendungen werden Algorithmen mit Hilfe der gangigen Programmierspra-
chen formuliert (siehe Kapitel 1.3). Es zeigt sich (siehe angegebene Literatur), dal3 man sehr
einfache Programmiersprachen definieren kann, so dal3 man mit in diesen Sprachen formu-
lierten Algorithmen Turingmaschinen simulieren kann. Umgekehrt kann man mit Turingma-
schinen das Verhalten dieser Algorithmen nachbilden. Da eine Turingmaschine einen unend-
lich grof3en Speicher besitzt, muf® man fur Algorithmen in diesen Programmiersprachen un-
endlich viele Variablen zulassen bzw. voraussetzen, dai die Algorithmen auf Rechnern ablau-
fen, die einen unendlich grof3en Speicher besitzen. Dieses Prinzip wurde ja auch im RAM-
Modell verwirklicht.

Eine Programmiersprache, deren Programme die Turingberechenbarkeit nachzubilden in der
Lage sind, benétigt die Definition von:

abzahlbar vielen Variablen, die Werte aus N annehmen kénnen (ganzzahlige und rationale
Werte werden durch natiirlichzahlige Werte nachgebildet, vgl. die Festpunktdarstellung
von Zahlen, reelle Werte durch natirlichzahlige Werte approximiert, vgl. die Gletpunkt-
darstellung von Zahlen)

elementaren Anweisungen wie Wertzuweisungen an Variablen, einfachen arithmetischen
Operationen (Addition, Subtraktion, Multiplikation, ganzzahlige Division) zwischen Va
riablen und Konstanten

zusammengesetzten Anweisungen (Sequenz anweisung;; anweisungy;), Blockbildung
(BEGIN anweisung;; ..., anweisung, END), bedingte Anweisungen (IF bedingung
THEN anweisung; EL SE anweisungy; hierbei ist bedingung ein Boolescher Ausdruck,
der ein logisches Prédikat mit Variablen darstellt), Wiederholungsanweisungen (WHILE
bedingung DO anweisung;)

einfachen Ein/Ausgabeanweisungen (READ (x), WRITE (X)).

Auf eine formale Beschreibung dieses Ansatzes soll hier verzichtet werden.

Auch bei der Formulierung eines Algorithmus mit Hilfe einer Programmiersprache kann man
nach der Zeit- und Raumkomplexitét fragen. Dabei mufl3 man wieder zwischen uniformen und
logarithmischen Kostenkriterium unterscheiden.

Ein Programm PROG habe die Eingabe x = [xl, xn], die sich aus n Parametern (Formal pa-

rameter bel der Spezifikation des Programms, Aktualparameter bei Aufruf des Programms)
zusammensetzt. Beispielsweise kann x ein Graph sein, der n Knoten besitzt. PROG berechne

eine Ausgabe y=[y,,...y,], die sich aus m Teilen zusammensetzt. Beispielsweise kann y
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das Ergebnis der Berechnung einer Funktion f sein, d.h. [y,,....y.|= f(x,...x ). Oder

PROG soll entscheiden, ob die Eingabe x eine spezifizierte Eigenschaft besitzt; dann ist
yl { TRUE FALSE}. In der Regel wird die Zeit- und Raumkomplexitét von PROG in Abhén-

gigkeit der Eingabe x:[xl,...,xn] gemessen.

Bel der Berechnung der uniformen Zeitkomplexitat von PROG bel Eingabe von x wird die
Anzahl der durchlaufenen Anweisungen gezéhlt. Bei der Berechnung der uniformen Raum-
komplexitat von PROG bei Eingabe von x wird die Anzahl der bendtigten Variablen gezahlt.

Der Ansatz bietet sich immer dann an, wenn die so ermittelten Werte der Zeit- und Raum-
komplexitét nur von der Anzahl n der Komponenten der Eingabe x:[xl, xn] abhangen.

Diese Situation liegt beispielsweise vor, wenn PROG die Aufgabe hat, die Komponenten der
Eingabe (nach einem , einfachen” Kriterium) zu sortieren.

Das folgende Beispiel zeigt jedoch, dald der Ansatz nicht immer adaquat ist. Die Pascal-
Prozedur zwei er _pot enz berechnet bei Eingabe einer Zahl n>0 den Wert ¢ =27 - 1.

PROCEDURE zwei er _potenz ( n : | NTEGER;
VAR ¢ : | NTEGER);

VAR idx : | NTEGER
p © I NTECGER;

BEG N {zwei er - potenz }

idx :=n; { Anweisung 1 }
p t= 2 { Anweisung 2 }
WH LE idx > 0 DO { Anwei sung 3 }
BEG N
p L= oprp; { Anweisung 4 }
idx :=idx - 1; { Anweisung 5 }
END;
c:=p - 1 { Anweisung 6 }

END { zweier-potenz };

Werden nur die Anzahl der ausgeftihrten Anweisungen gezahlt, so ergibt sich bei Eingabe der
Zahl n>0 eine Zeitkomplexitéat der Ordnung O(n) und eine Raumkomplexitdt der Ordnung
O(1) . Das Ergebnis ¢ =22 - 1 belegt jedoch 2" viele binére Einsen und benétigt zu seiner
Erzeugung mindestens 2" viele (elementare) Schritte. Vergrofert man die Eingabe n um eine
Konstante k, d.h. betrachtet man die Eingabe n+k, so bleibt die Laufzeit in der Ordnung
O(n), wahrend das Ergebnis um den Faktor 2* gréRer wird.
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Es bietet sich daher eine etwas sorgfaltigere Definition der Zeit- und Raumkomplexitét an.
Diese wird hier aufgezeigt, wenn die Ein- und Ausgabe eines Programms aus numerischen
Daten bzw. aus Daten besteht, die as numerische Daten dargestellt werden konnen (bei-
spielsweise die Datentypen BOOLEAN oder SET OF ... in Pascal).

Wenn die Zeit- und Raumkomplexitét nicht nur von der Anzahl n der Komponenten der Ein-
gabe x =[x, ..., x,] abhangt, sondern wie im Beispiel der Prozedur zwei er _pot enz von den

Zahlenwerten x, ..., X, selbst, wird folgender Ansatz gewahlt.

Fir eine ganze Zahl z sei die GroBe size(z) = |bin(z)| die Anzahl signifikanter Bits, die bent-
tigt werden, um z im Binédrsystem darzustellen. Fir negative Werte von z wird die Komple-

I@OQZQZI)EH firzt 0
oo fir z=0

und size(z)1 Oflog(|2)). Fur x=[x,,....x,] sei size(x) = n>xmex{ size(x,),..., size(x, )}.

mentdarstellung gewahlt. Dabei sei size(0) =1. Esgilt also size(z) =

Der Wert size(x) reprasentiert damit die Anzahl der Bits, um die Zahlenwerte darzustellen,
diein x vorkommen.

Die logarithmische Zeitkomplexitat eines Programms PROG bei Eingabe von x ist die An-
zahl der durchlaufenen Anweisungen, gemessen in Abhangigkeit von der so definierten Grofe
size(x) . Bei der Berechnung der logarithmischen Raumkomplexitat von PROG bei Einga-
be von x wird die Anzahl der Bits gezahlt, um alle von PROG bendtigten Variablen abzuspei-
chern; dieser Wert wird in Abhéngigkeit von size(x) genommen.

In obiger Pascal-Prozedur zwei er _potenz gilt fur die Eingabe n die Beziehung
k = size(n) =cXog,(n); die Prozedur hat eine Laufzeit der Ordnung

O(n) =0(2*=(" ) = 02¥° ™4™ ) = 0(2*), also exponentielle Laufzeit, gemessen in der
Grole der Eingabe. Seine Raumkomplexitéat wird durch die Anzahl der Bits bestimmt, um die
Variable p zu speichern. Diese ist von der Ordnung O(2”)zO(22k). Insgesamt gibt das log-
arithmische Kostenkriterium die Realitét exakt wieder.

2.4 Universelle Turingmaschinen

Jede Turingmaschine und jeder in einer Programmiersprache formulierte Algorithmus ist zur
Losung eines spezifischen Problems entworfen. Dabel ist natiirlich die Eingabe wechselnder
Werte der Problemparameter moglich. Entsprechend kénnte man in dieser Situation den Al-
gorithmus hardwareméaldig implementieren und hétte dadurch einen ,, Spezialrechner”, der in
der Lage ist, das spezifische Problem, fir das er entworfen ist, zu l6ésen. Ein Computer wird
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jedoch Ublicherweise anders eingesetzt: ein Algorithmus wird in Form eines in einer Pro-
grammiersprache formulierten Quelltextes einem Compiler (etwa innerhalb einer Entwick-
lungsumgebung) vorgelegt. Das Programm wird im Computer in Maschinensprache tibersetzt,
so dal3 er in der Lage ist, das Programm ,,zu interpretieren”. Anschlief3end wird es von diesem
Computer mit entsprechenden eingegebenen Problemparametern ausgefiihrt. Der Computer
ist also in der Lage, nicht nur einen speziellen Algorithmus zur Lésung eines spezifischen
Problems, sondern jede Art von Algorithmen auszufiihren, solange sie syntaktisch korrekt
formuliert sind.

PROGRAM Algorithmus
VARX: ...y ..
i hardwaremagige T Implementierung T
BEGIN E Implementierung %] des Algorithmus %
: ("fest verdrahtet") 5 in den Zusténden 2
ey [&)
CPU L endliche S
- 5 T
c Zustandsmenge ©
< 5
END.  —

Programm zur Lsung i Spezialrechner zur Lésung Turingmaschine zur Lésung
des Problems PROB : des Problems PROB des Problems PROB
Zustand des Algorithmus: ; Zustand des Algorithmus: Eingabe: Instanz zu PROB
Stand des Kontrollflusses ! Inhalt der CPU-Register

Eingabe: Instanz zu PROB
Rechenwerk _
[0)
Steuerwerk T g S
—B S E 3
s ;
ED o
[ S
CPU o % endliche T
oo Zustandsmenge é
N 53 =1
Programm zur Lésung % p
O @
des Problems PROB 2 T
@ 0
g § Universelle Turingmaschine
5 2
z

Compiler, Eingabe:
Entwicklungsumgebung gabe: ) )
' Beschreibung einer
Turingmaschine
zur L8sung eines

Universalrechner Problems PROB
+ Instanz zu PROB

Eingabedaten (Instanz)

Zustand des Rechners:
Zusténde des Steuerwerks
(Befehl lesen, interpretieren, ...)
Zusténde des Rechenwerks
(Inhalt der Register)
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Diese Art der Universalitét ist auch im Turingmaschinen-Modell moglich. Im folgenden wird
dazu eine universelle Turingmaschine UTM definiert. Diese erhdt as Eingabe die Be-
schreibung einer Turingmaschine TM (ein Problemldsungsalgorithmus) und einen Eingabe-
datensatz w fur TM. Die universelle Turingmaschine verhélt sich dann genauso, wie sich TM
bei Eingabe von w verhalten wirde.

Im folgenden wird zunéchst gezeigt, wie man die Beschreibung einer Turingmaschine aus ih-
rer formalen Definition erhélt.

Eine deterministische k-Band-Turingmaschine T™M = (Q,S, 1,d,b, qO’qaCCept) kann als endli-

ches Wort Uber {0, 1} kodiert werden. Dazu wird angegeben, wie eine mogliche Kodierung
von TM aussehen kann (die hier vorgestellte Kodierung ist nattirlich nur eine von vielen
maoglichen):

Es sai # ein neues Zeichen, dasin QE S nicht vorkommt. Das Zeichen # dient als syntakti-
schen Begrenzungssymbol innerhalb der Kodierung.

Die Zustandsmenge von TM sei Q ={ G, .., 4.}, ihr Arbeitsalphabet S={ay, ... a,_,f. Man
kann annehmen, dald der Startzustand q, und der akzeptierende Zustand Qe = G, ISt Das
Blankzeichen b kann mit a, identifiziert werden. Die Anzahl der Zustdnde, die Anzahl der

Elementein S und die Anzahl der Bander werden in einem Wort w, 1 {0,1,# festgehalten:
w, =#bin(Q|Jbin(S|ebin(k)##.

Hierbei bezeichnet wieder bin(n) die Binérdarstellung von n.

Die Uberfiihrungsfunktion d habe d viele Zeilen. Die t- te Zeile laute:

d(qi a ...,aik)= (qj ,(ajl,dl), ...,(ajk ,dk».

Essnda, 1 S,a 1 Sundd1{L R S}. DieseZeilewird zunichst als Zeichenkette

w, = (bin(iy#bin(i, ... #b0in(i, ))(bin(j)#(bin(j, J#d, .. #(bin(j, J#d, )}

kodiert. Diese Zeichenkette ist ein Wort {iber dem Alphabet {0,1,(,),#,L, R, S}. Zu beach-
tenist, dal3 w, sich 6ffnende und schliefSende Klammern enthélt; der Ausdruck bin(i) enthalt

keine Klammern, sondern ist eine Zeichenkette tiber { 0,1}

Die gesamte Turingmaschine TM 18 sich durch Konkatination w,,, der Worter w,, w,, ...,

w, kodieren: wy,, =w,w, ...w,.Esist wy,, 1 {0,1,(,),#,L,R, S} . Die 8 Buchstaben dieses
Alphabets werden buchstabenweise geméall der Tabelle
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Zeichen Umsetzung Zeichen Umsetzung
0 000 # 100
1 001 L 101
( 010 R 110
) 011 S 111

umgesetzt. Das Resultat der Umsetzung von w;,, in eine Zeichenkette Uber {0, 1} wird mit
code(TM) bezeichnet.

Beispiel: Kodierung einer Turingmaschine

Gegeben sei die 1-DTM TM =(Q,S,1,d,b, 0y, Quee) Mit Q={ 0y, @, 0}, S={0,1,b},
| ={ 0,1}, Gueeere =0, Und d geméR der folgenden Tabelle:

Uberfiihrungsfunktion Zwischenkodierung
da.a,..a ) w, = (bin(i)#bin(i, }#...#bini, ))
A (binj)#(bind, i, .. #(bin(j, Je, )
entsprechend dem Wort tber {0, 1}

d(9.2) = (a4, (O.R)) w, = (O#1) (1#(0#R) #
010000100001011010001100010000100110011011100

d(,.0)= (0o, (L R)) W, = (LH0)(OH(LHR))#
010001100000011010000100010001100110011011100

d(a,2)=(,.(0.R)) W, = (1#1)(10#(0HR))#
010001100001011010001000100010000100110011011100

d(a,,b)=(a, (L L)) w, = (OHLL)(1#(1#L))#
010001100001001011010001100010001100101011011100

Das Wort w, lautet: w, =#11#11#1## . Dieses Wort wird Ubersetzt in eine 0-1-Kodierung und
ergibt 1000010011000010011001100100.

Die Turingmaschine TM ist also kodiert durch code(TM) =
100001001100001001100110010001000010000101101000110001000010011001101110
001000110000001101000010001000110011001101110001000110000101101000100010
0010000100110011011100010001100001001011010001100010001100101011011100.

Die Turingmaschine TM _;,, mit der kirzesten Kodierung ist die k-DTM
™ i =(Q,5,1,d,5,0p, Guceer) Mit k=0, Q={q,}, S={b} und d =/&. Das dieser Tu-
ringmaschine entsprechende Wort w, lautet: w, =#1#1#0##, Ubersetzt in eine 0-1-Kodierung
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100001100001100000100100. Da d = A& ist, stimmt code(TM m.n) mit dieser 0-1-Folge be-
reits Uberein.

Zu jeder Turingmaschine TM gibt es also ein Wort wi {0,1}, w=code(TM), das TM ko-
diert. Offensichtlich ist { code(TM ) | TM ist eine Turingmaschine} i { 0,1} .

Fur unterschiedliche Turingmaschinen TM, und TM,, gilt dabei code(TM,) * code(TM,),
d.h. die so definierte Abbildung code ist injektiv.

Andererseits kann man einem Wort wi {0,1}" , ansehen®, ob es eine Turingmaschine kodiert.
Nicht jedes Wort wi {0,1}" kodiert eine Turingmaschine, und natiirlich kann es vorkommen,

daR die durch ein Wort wi {0,1}" kodierte Turingmaschine wenig Sinnvolles leistet. Die
oben informell beschriebenen Regeln der Kodierung einer Turingmaschine TM durch ein
Wort code(TM) erlauben ein (deterministisches) algorithmisches Verfahren der syntakti-
schen Analyse, das feststellt, ob ein Wort wi {0,1} die Kodierung einer Turingmaschine

darstellt. Dieses Verfahren, auf dessen detaillierte Darstellung hier verzichtet werden soll,
werde mit VERIFIZIERE_TM bezeichnet.

Fur enWort wi {0,1} ist

i TRUE fdls wdie Kodierung einer Turingmaschine darstellt
VERIFIZIERE _TM (W) ={ _ , . . . .
1FALSE fdls wnicht die Kodierung einer Turingmaschine darstellt

Falls ein Wort wi {0,1}" eine Turingmaschine TM kodiert, d.h. w=code(TM), dann be-

-1
zeichnet man mit TM = code(w) die durch w kodierte Turingmaschine (diese Notation ist
zulssig, da code injektiv ist). Wir schreiben dafur kirzer
™ =K.

Mit Hilfe der Kodierungen von Turingmaschinen kann man eine lineare Ordnung auf der
Menge der Turingmaschinen definieren. Essei wi {0,1} . Firr il N_, heit w Kodierung
der i-ten Turingmaschine, falls gilt:

()  VERIFIZIERE_TM(w) = TRUE
() die Menge i y x1 {0,2}" und xliegt in der lexikographischen Ordnung vor w {l ot
i | undVERIFIZIERE_TM () = TRUE b

halt genau i - 1 viele Elemente.
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Falls w=code(TM) die Kodierung der i-ten Turingmaschine ist, dann heilt TM =K, die i-
te Turingmaschine.

Der folgende Algorithmus ermittelt bei Eingabe einer Zahl il N_, die Kodierung der i-ten
Turingmaschine.

Eingabe: Eine natirliche Zahl i1 N_,
Verfahren:  Aufruf der Funktion Generi ere_TM (i)
Ausgabe: wi {0,1}', wist die Kodierung der i-ten Turingmaschine.

Die Funktion Gener i er e_TMwird in Pseudocode beschrieben.

FUNCTI ON Generiere_TM (i : INTEGER) : STRI NG

VAR x : STRI NG

y : STRI NG
k : | NTEGER

BEG N { Ceneriere_TM}
x :=0; { xi{01}
k := 0;

WH LE k < i DO

BEG N
| F VERIFIZIERE_TM(x)
THEN BEGQ N
k := k + 1;
y 1= X;
END;
x : = Nachfolger von x in der lexikographischen Reihenfolge von { 0,1} ;
END;

Ceneriere_TM : = vy;
END { Ceneriere_TM}

Der folgende Algorithmus ermittelt bei Eingabe von wi { 0,1} die Nummer i in der oben de-

finierten Ordnung auf der Menge der Turingmaschinen, falls w Uberhaupt eine Turingmaschi-
ne kodiert; ansonsten gibt er den Wert 0 aus.
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Eingabe:

Verfahren:

Ausgabe:

wi {01}
Aufruf der Funktion Or dnung_TM (W)

i >0, fallswdie Kodierung der i-ten Turingmaschine ist,
i =0, sonst.

Die Funktion Or dnung_TMwird in Pseudocode beschrieben.

FUNCTI ON Ordnung_TM (w : STRING : | NTECER

VAR x : STRI NG

k : |

NTECGER;

BEG N { Ordnung_TM }
| F NOT VERIFIZIERE_TM(w)

THEN BEG N
Ordnung_TM : = 0;
Exit;
END;
=0 { x1{04 }
k :=1

VWH LE NOT (x = w DO
BEG N
| F VERIFIZIERE_TM(x)
THEN k := k + 1;

X

END;

: = Nachfolger von x in der lexikographischen Reihenfolge von { 0,1} ;

O dnung_TM : = k;
END { Ordnung_TM}

Ein Wort wi { 0,1} kann damit sowohl as die Kodierung der i-ten Turingmaschine als auch
als ein Eingabewort fir eine gegebene Turingmaschine oder auch as Binérzahl interpretiert
werden. Die Nummer i kann aus w algorithmisch deterministisch ermittelt werden (falls w
Uberhaupt eine Turingmaschine kodiert); ebenso kann die Kodierung der i-ten Turingma
schine erzeugt werden.
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Satz 2.4-1:
Es gibt eine universelle Turingmaschine UTM mit Eingaben der Form z=u#w mit

ul {0,2" und wi {0,1}, so daR zI L(UTM) genau dann gilt, wenn w = code(TM)
fur eine Turingmaschine TM ist, d.h. TM =K, und ul L(K) ist.

Die universelle Turingmaschine UTM simuliert das Verhaten von K, auf u: Sie be-
trachtet w als die Turingmaschine K, und verhédt sich dann auf u so, wiesich K, auf u
verhélt.

Beweis;

Zunéchst priift UTM, ob die Eingabe zi {0,1,#} genau ein Zeichen # enthalt. Ist dieses
nicht der Fall, so wird z nicht akzeptiert. Hat z die Form z=u#w mit ul {0,4}' und

wi {0,1}', so tiberpriift UTM, ob w eine Turingmaschine kodiert (siehe Funktion VERIFI-
ZIERE_TM(w)). Falls dieses nicht zutrifft, wird z nicht akzeptiert.

Andernfalls hat w die Form w =100v,100v,100v,100100v, wobei sich v,, v, und v, aus-
schliefdlich aus der Konkatination von Zeichenfolgen 000 und 001 zusammensetzen und
vi {0,4} ist. Nimmt man von v, jedes dritte Zeichen, so erhdlt man eine Binarzahl, die die
Anzahl der Zustdnde von K, angibt. Der Zustand mit der hochsten Nummer ist der akzeptie-

rende Zustand, der Zustand mit der Nummer O der Anfangszustand. Entsprechend erhalt man
aus v, die Anzahl der Zeichen des Arbeitsalphabets und damit implizit das Arbeitsal phabet

S und aus v, die Anzahl k der Bander von K. In v ist die Uberfiihrungsfunktion vonK
kodiert.

UTM erzeugt jetzt auf einem weiteren Band, das als Konfigurations-Simulationsband be-
zeichnet werden soll, die Kodierung der Anfangskonfiguration von K, mit Eingabewort u,

d.h. die Kodierung von K, :g;qo,(u,l),(e,l),...,(e,l)%. Hierbei kann ein dhnlicher Umset-
k (%]

zungsmechanismus wie zur Erzeugung der Kodierung einer Turingmaschine verwendet wer-
den. Eine Konfiguration von K, der Form K =(q,,(@,,i,),....@,.i,)), wobei g, der t-te Zu-
stand von K, und ajT S, i;31fdrj=1, .., kist, wird zunéchst (gedanklich) umgesetzt in

(bin(t)# (b, #bin(i, ))#...#(b, #bin(i,))) . Hierbei erhdlt man b, aus a; (firj =1, ..., k), indem
man jeden Buchstaben durch den Binarwert seiner Nummer in S, gefolgt vom Zeichen # a-
setzt. Ist beispielsweise a; =aacca und sind a bzw. c die Zeichenin S mit den Nummern 1
bzw. 3, so ist b, =1#1#11#11#1#. Die Zeichenfolge (bin(t)#(b,#bin(i,)}#...#(b,#bin(i,)))
wird mittels anfangs angegebener Tabellein eine Folge tiber { 0,1} umgesetzt.
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Ist K, etwaeine3-DTM mit S={b,0,1,a}, wobei b das Blankzeichen (mit Nummer 0) be-

zeichnet und die Zeichen O, 1 und a die Nummern 1 bis 3 tragen, so lautet die Anfangskonfi-
guration K, von K, mit dem Eingabewort u=11001:

K, =(q,,(11001,2), (e, 1), (e.2), (e,1)) bzw.
(O (10m oM o1 ) (O#1)#(0##41)) und in eine 0-1-Folge kodiert:

010000100010001000100001000100001100001100001000100100001011100010000100100
001011100010000100100001011011.

Im Endstiick v des Wortes w =100v,100v,100v,100100v ist die Uberfiihrungsfunktion von
K, kodiert. UTM kann mit Hilfe der dort enthaltenen Informationen das Verhalten von K,
simulieren, indem UTM die Eintrdge auf dem Konfigurations-Simulationsband entsprechend
der aus v gelesenen Uberfiihrungsfunktion schrittweise dndert. Auf dem Anfangsstiick
010m100 des Konfigurations-Simulationsbands (hierbei besteht m ausschliefdlich aus Teilze-
chenketten der Form 000 und 001) steht dabel jeweils die Kodierung des aktuellen Zustands
von K, . Endet die Simulation mit einem Wert m, der dem akzeptierenden Zustand vonK,,

entspricht, akzeptiert UTM die Eingabe z. ///

Die universelle Turingmaschine UTM kann so konstruiert werden, dal? sie mit einem Band
auskommt, da sich jede Turingmaschinen mit mehreren Béndern durch eine einbéndige Tu-
ringmaschine simulieren |&(.

Das Konzept einer universellen Turingmaschine wird u.a. dazu verwendet, die Grenzen der
Berechenbarkeit aufzuzeigen (Kapitel 3.2).

2.5 Nichtdeter minismus

Der Begriff ,, deterministisch” in der Definition einer k-DTM drickt aus, dal3 die Nachfolge-
konfiguration einer Konfiguration K in einer Berechnung der k-DTM eindeutig durch den in
K vorkommenden Zustand ¢, die von den Schreib/Lesekdpfen gerade gelesenen Zeichen ay,
..., &, den (eindeutigen) Wert d(q, a,,...,a,) der Uberfiihrungsfunktion und die gegenwarti-

gen Positionen der Schreib/Lesekopfe bestimmt ist. In diesem Kapitel wird das Modell der
nichtdeterministischen Turingmaschine eingefihrt. Eine nichtdeterministische Turingmaschi-
ne unterscheidet sich von einer deterministischen Turingmaschine in der Definition der Uber-
fuhrungsfunktion d .
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Eine nichtdeter ministische k-Band-Turingmaschine (k-NDTM) TM ist definiert durch
TM = (Q!S! I !d!b!qO’qaccept)
mit:

Q ist eine endliche nichtleere Menge: die Zustandsmenge

S ist eine endliche nichtleere Menge: das Arbeitsalphabet

| I Sist eine endliche nichtleere Menge: das Eingabealphabet
bl S \IistdasLeerzeichen

0,1 Q ist der Anfangszustand (oder Startzustand)

T Q ist der akzeptierende Zustand (Endzustand)

qaccept

d: (Q\ {Gueeer)” S*® PQ" (" {L,R.S})") ist eine particlle Funktion, die Uberfiih-
rungsfunktion; insbesondere ist d(q,a,, ..., a,) fUr =G, Nicht definiert; zu beachten

N o ok 0N

ist, da3 d fur einige weitere Argumente eventuell nicht definiert ist.

Die Uberfiihrungsfunktion ordnet also jedem Argument (q,ai,...,ak) nicht einen einzigen
(eindeutigen) Wert (q¢(b,,d,),...,(b..d,)) zu, sondern eine endliche Menge von Werten der
Form (q¢(b,,d,),....(b,.d,)), von denen in einer Berechnung ein Wert genommen werden
kann (natdrlich kann diese endliche Menge auch aus einem einzigen Element bestehen).

Damit wird auch das Aussehen einer Berechnung einer nichtdeterministischen Turingmaschi-
ne TM neu definiert. Auch hierbel wird wieder der Begriff der Konfiguration verwendet, um
den gegenwaértigen Gesamtzustand von TM zu beschreiben, d.h. den gegenwértigen Zustand
zusammen mit den Bandinhalten und den Positionen der Schreib/L esekopfe:

K=(a@i1) - @0)) mtal Q,a,1S i 31furj=1,..,k

TM startet wie im deterministischen Fall im Anfangszustand mit einer Anfangskonfigur ation
K, = (0, (W2),(e,2), .., (€,2)). Ist TM in eine Konfiguration K =(q,(@,,i,),....[a,.i.)) gekom-
menundist d(q,a,,...,a ) definiert, dann bestent d(qg,a,, ...,a,) aus einer endlichen Menge
von Werten der Form (qg¢(b,,d,),.... (b..d,)), d.h.

d(gay, - ,a) ={ (o, (b, diy ) o (B, Ay ) s (04 (Bryy Ay ) (B, A ) -

Als Folgekonfiguration von K wird eine der t moglichen Konfigurationen

Ky = (0, (013,18 ) - (030,18 ) s v K = (0 (01518, ooes (Pyrif))

genommen. K. firi =1, ..., t entsteht aus K dadurch, daf3 man wie im deterministischen Fall
g durch g und @&, ..., &, durch b,, .., b, ersetzt und die Kopfe so bewegt, wie es
(g.(,.d,)....(b,.d,)) in d(q.a,,...,a,) angibt. Welche der t méglichen Folgekonfiguratio-
nen auf die Konfiguration K folgt, wird nicht gesagt (wird nichtdeterministisch festgelegt); es
wird , eine geeignete Folgekonfiguration“ genommen. Man schreibt dann



2.5 Nichtdeter minismus 73

Kp K..

Wie im deterministischen Fall heil3t eine Konfiguration K die den akzeptierenden Zu-

accept !

stand Q.. enthdlt, d.h. eine Konfiguration der Form

Kaccept = (qaccept’(aliil)’ T (akilk))’
akzeptierende Konfiguration (Endkonfiguration).

Wie im deterministischen Fall schreibt man Kb ™ K¢mit mi N, wenn K¢ aus K durch m
Konfigurationsdnderungen hervorgegangen ist, d.h. wenn es m Konfigurationen K, ..., K
gibt mit

Kp K,P ..p K,=KC

Fir m=0 istdabe K =KZ¢.

Dievon einer k-NDTM TM akzeptierte Spracheist die Menge
L(TM) ={w|wl 1" und wwird vonTM akzeptiert}

={W|WT 1" und (q,,(w.2),(e.2),.... (1) P (qaccept,(al,il),...,(ak,ik))}.

Wie im deterministischen Fall kann man die Uberfihrungsfunktion d modifizieren, indem
man die Zustandsmenge Q um einen neuen Zustand g4, erweitert und d um entsprechende

Zeilen erganzt (siehe Kapitel 2.1), so dald alle Berechnungen, die in einem Zustand g 0o »
fiir die d(q, ...) bisher nicht definiert ist, um eine Uberfiihrung in den Zustand @, fortge-

setzt werden konnen. FUr ¢4, ist d nicht definiert.

Im deterministischen Fall kann man sich den Ablauf einer Berechnung a's eine Folge
KoP ...p Kb Kb ...

vorstellen, wobei jeder Schritt K b K¢ eindeutig durch die Uberfiihrungsfunktion d fest-
steht. Im nichtdeterministischen Fall hat man in einem Schritt K b K¢ eventuell mehrere
Alternativen, so dal3 sich eine Berechnung hier als ein Pfad durch einen ,, Berechnungsbaum®
darstellt. Jeder Knoten dieses Berechnungsbaums ist mit einer Konfiguration markiert. Die

Wurzel ist mit einer Anfangskonfiguration K, =(q,,(w,1),(e,2),...,(e,1)) mit einem Wort
wi |” markiert. st die Konfiguration K =(q,(a,.i,),....@,.i,)) die Markierung eines Kno-
tens und kann hier der Eintrag d (q,al, ,ak) der Uberfiihrungsfunktion angewendet werden,
etwa

d(a.a;,...a)={ (o (by,dy). . (0. dy ) - (0 (B, ). o By dy )} dann enthlt dieser
Knoten des Berechnungsbaums t direkte Nachfolger, die mit den sich ergebenden Nachfolge-
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konfigurationen K, =(a,,(b,3,ig ), - (04008 ), - K, =(q,(0,0,i8), - (by,ig)) markiert
sind. Fihrt einer der Pfade von einer Anfangskonfiguration K, zu einer Endkonfiguration

K so wird das in der Anfangskonfiguration stehende Wort w akzeptiert.

accept !

Ko

/ \

K1',1,'1 ) K1,3,2

K1,3,1

K1,3,1,t

Das Partitionenproblem mit ganzzahligen Eingabewerten

Instanz: | ={a,,...,a }
| ist eine Menge von n natirlichen Zahlen.

L8sung: Entscheidung ,ja, falls es eine Teilmenge J i {1,...n} mit § a = a gibt (d.h.
imJ i
wenn sich die Eingabeinstanz in zwel Teile zerlegen &%, deren jeweilige Summen
gleich grol3 sind).
Entscheidung ,,nein” sonst.

Offensichtlich lautet bei einer Instanz | ={a,, ...,a,} mit ungeradem B=§ a die Entschei-
i=1

dung ,,nein“. Daher kann B als gerade vorausgesetzt werden.

Zunéchst wird eine 3-NDTM TM angegeben, die dieses Problem 16st, wenn die Eingaben in
,unérer Kodierung eingegeben werden: Eine Eingabeinstanz | ={a,, a,,...,a,} wird dabei

als Wort w=10%10% ...10* kodiert.

n
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Die3-NDTM ™ =({q,,....qs 1,{0,1,b,$},{0,1},d,b, q,, q;) arbeitet folgendermalen:

1. Das Eingabewort wird von links nach rechts gelesen. Jedesmal, wenn eine Folge 10* er-
reicht wird, wird die Folge der Nullen entweder auf das 2. oder das 3. Band kopiert

2. Wenn das Ende des Eingabeworts erreicht ist, wird gepriift, ob auf dem 2. und 3. Band die
gleiche Anzahl von Nullen steht; dieses geschieht durch simultanes Vorricken der Kopfe
nach links.

Die Uberfiihrungsfunktion d wird durch folgende Tabelle gegeben.

momentaner Symbol unter dem neuer Zu- neues Symbol,
Zustand Schreib/L esekopf auf stand K opfbewegung auf
Band 1| Band 2 | Band 3 Band 1| Band 2 | Band 3

o 1 b b o, 1,S | $R | $R

o 1 b b d, LR | bS | bS

a5 1,R b, S b, S

a, 0 b b a, 0, R 0, R b, S

1 b b o ,S | bS | bS

b b b ds b,S | bL b, L

s 0 b b 0, OR b, S OR

1 b b o ,S | bS | bS

b b b a, b,S | bL b, L

a, b 0 0 q, b, S O, L o, L

b $ $ o bS | $S | $S

Nichtdeterministische Strategien konnen den Ablauf von Berechnungen vereinfachen. Als
Beispiel werde die Sprache

L={x#y|xT {04, yi {014, xt e xt y}
betrachtet. Essei wi { 0,1} . Eine deterministische Turingmaschine wiirde bei Eingabe von w

zunéchst an der Position des Zeichens # feststellen, wo y beginnt, und dann x und y buchsta-
benweise auf einen Unterschied hin vergleichen (falls w kein oder mehr als ein Zeichen # ent-
halt, wirde w nicht akzeptiert werden). Eine nichtdeterministische Turingmaschine NTM
wurde ebenfalls (deterministisch) zunéchst prifen, ob w genau ein Zeichen # enthdlt. Ist die-
ses nicht der Fall, wird w nicht akzeptiert. Ist w= x#y und besteht x aus n Buchstaben und y

aus m Buchstaben, etwa X=X, ...x, und y =1y, ... y,., S0 Uberprift NTM (deterministisch), ob

nt m gilt (in diesem Fall wird w akzeptiert). Andernfalls erzeugt NTM auf einem seiner Ar-
beitsbander nichtdeterministisch den Wert bin(i) mit i £ n=m. Anschlief3end Uberprift NTM
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die Buchstaben x, und y,. Das Wort w wird genau dann akzeptiert, wenn x, * vy, ist. Fur die
nichtdeterministische Erzeugung von bin(i) muf3 in die entsprechende Zelle des Arbeitsbands

entweder O oder 1 geschrieben werden. NTM , rét (nichtdeterministisch)* die Position, an der
sich x und y unterscheiden und verifiziert anschlief3end die Richtigkeit des Ratevorgangs. Der
geratene Wert bin(i) kann auch als Beweis (Zertifikat) dafir angesehen werden, dal3 x?! vy

bzw. wi L gilt.

Die in diesem Beispiel beschriebene Arbeitsweise ist flr eine nichtdeterministische Turing-
maschine typisch:

Die nichtdeterministische Turingmaschine NTM sei konzipiert , um dieMenge L1 S zu a-

zeptieren. Bei einer Eingabe x1 S™ rat NTM auf nichtdeter ministische Weise einen Beweis
B (ein Zertifikat) dafur, da® xI L gilt. Der Beweis ist eine Zeichenkette tiber einem endli-

chen Alphabet S, d.h. BT S;. Anschlieend verifiziert NTM den Beweis.

Eine nichtdeterministische Berechnung kann auch so organisiert werden, dal? zunéachst alle
»nichtdeterministischen Schritte” ausgefihrt werden und anschlief3end nur noch deterministi-
sche Schritte erfolgen. Dieser Ansatz fuhrt auf ein Nichtstandardmodell der NDTM:

Eine nichtdeterministische k-Band-Turingmaschine (k-NDTM) TM ist definiert durch
™ =(Q,S,1,d,b, 0y, Qaeeery)- Die Uberfiirungsfunktion ist eine partielle Abbildung

d: (Q\{Gueend)” S* ® P(Q" (S {L,R,F))"), die sichin zwei Teile d, und d, (d =d, Ed,)
zerlegen &%, Alle nichtdeterministischen Teile von d sind in d, zusammengefaldt, d, be-

steht ausschliefdlich aus deterministischen Teilen. Das Eingabeband (1. Band) wird nach links
abzahlbar unendlich erweitert wird; die Zellen werden mit O, -1, -2, ... numeriert. Zusétzlich
verfigt TM Uber ein ,, Ratemodul“.
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al ‘ ‘ Band 1

| | [ L[] e

ak

Ratemodul @

Zustandsmenge

Die Arbeitsweise von TM verl&uft in zwei Phasen. Ein Eingabewort w=a, ...a_, wi 1", wird
auf das 1. Band in die Zellen mit Nummern 1, ..., n eingegeben (alen anderen Zellen enthal-
ten das Leerzeichen, die Schreib/Lesekopfe stehen auf den jeweiligen Bandern Uber der ersten
Zelle, der Schreibkopf des Ratemoduls steht tber der Zelle mit Nummer -1). Nun beginnt
Phase 1. Das Ratemodul steuert getaktet den Schreibkopf: in jedem Takt wird ein Symbol aus
S auf das 1. Band geschrieben und der Schreibkopf um eine Zelle nach links bewegt, oder
der Ratemodul stoppt und wird ,,inaktiv*. Dieser Vorgang wird durch den nichtdeterministi-
schen Teil d, von d gesteuert. Die so vom Ratemodul auf dem 1. Band erzeugte Zeichen-
kette wird auch als Beweis (Zertifikat) bezeichnet. TM befindet sich im Anfangszustand q, .
Eventuell stoppt das Ratemodul nicht, so daf3 die Turingmaschine bel der entsprechenden
Eingabe nicht anhalt. Sobald das Ratemodul stoppt und TM in den Zustand g, geht, beginnt
Phase 2. TM verhdlt sich deterministisch, gesteuert durch den deterministischen Teil d, von

d, wieeine,normae* k-DTM, wobei die Zeichenkette, die das Ratemodul in Phase 1 erzeugt
hat, in die Berechnung einbezogen wird.

Phase 2 kann auch as Verifikationsphase von TM bezeichnet werden. Es wird namlich die
, Brauchbarkeit” der in Phase 1 erzeugten (,geratenen”) Zeichenkette, der in Phase 1 erzeugte
Beweis, fur die Berechnung verifiziert.

Die Zeitkomplexitéat und die Platzkomplexitét (im schlechtesten Fall, worst case) einer nicht-
deterministischen Turingmaschine wird dhnlich wie im deterministischen Fall definiert:
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Firr éine k-NDTM TM =(Q,S,1,d,b, 0y, Gaerr) UNd €ine Eingabe wi L(TM) gelte

(0, (w1),(e2). ... € 1) P ™ Ko

mit einer Endkonfiguration K Hierbei sei mder kleinste Wert, so dal3 eine Endkonfigu-

accept *
ration erreicht wird. Dann wird durch t,,, (w) =m eine partielle Funktion t,,, :S" ® N defi-
niert, die angibt, wieviele Uberfiihrungen TM in der kiirzesten Berechnung macht, um w zu
akzeptieren (eventuell ist t,, (w) nicht definiert, namlich dann, wenn die Eingabe von w nicht
auf eine Endkonfiguration fuhrt).

Die Zeitkomplexitdt von TM (im schlechtesten Fall, worst case) wird definiert durch die
partielle Funktion T,,, :N® N mit

T (0) = max{ tr,, (W) (Wl S" und W £n}.
Entsprechend kann man die Platzkomplexitdt von TM (im schlechtesten Fall, worst case)

Sy (n) as den maximalen Abstand vom linken Ende eines Bandes definieren, den ein
Schreib/Lesekopf bei der Akzeptanz eines Worts wi L(TM) mit |w| £ n mindestens erreicht.

Beispielsweise ist die oben angegebene Turingmaschine zur Losung des Partitionenproblems
(2n + 2)-zeitbeschrénkt und (n + 1)-raumbeschrankt.

Nichtdeterministisches Verhaten &3t sich deterministisch smulieren:

Satz 2.5-1:
Falls L von einer k-NDTM TM akzeptiert wird, dann gibt es eine k(-DTM TM ¢ mit

L(TM = L(TM) . Man kann TM ¢ so konstruieren, da? gilt:
Falls TM T(n)-zeitbeschrankt ist mit T(n)3 n, dann ist TMC O(T(n)>d™™)-
zeitbeschrankt mit einer Konstanten d > 0.

Beweis:

Es sei TM ene k-NDTM, die T(n)-zeitbeschrankt mit T(n)3 n ist. Fir jedes Wort
wl L(TM) mit |w/=n gibt es also eine Folge von Konfigurationen, die von einer Anfangs-
konfiguration K, mit w zu einer akzeptierenden Konfiguration K
£T(n) ist.

Jede Zeile der Tabelle, mit der die Uberfiihrungsfunktion d von TM gegeben wird (Uberfuh-
rungstabelle), hat die Form

accept_TUNIt UNd deren Lange
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d(a.ay,....a)={ (. (by.dy). ... (b Ay ). (G (Bry ). o (B )}

(hier stehen t , Teilzeilen*). Wenn in einer Konfigurationenfolge d(q,a,,...,a,) angewendet
wird, gibt es t mdgliche Folgekonfigurationen. Der maximale Wert t an Tellzellen in einer
Zeile der Uberfiihrungstabelle sei d. In einer Berechnung von TM gibt es fur eine Konfigura-
tion maximal d mogliche Folgekonfigurationen. Es s D ={0,1,...,d - 1} . Dann kann man
eine von TM ausgefiihrte Berechnung bzw. die dabel durchlaufene Konfigurationsfolge der
Lange | durch ein Wort x=d, ...d, tber D beschreiben: d. gibt an, daR in der i-ten Uberfiih-
rung die (d, +1)-te Alternative in der entsprechenden Zeile der Uberfiihrungstabelle verwen-

det wird. Eventuell beschreibt nicht jedes Wort Gber D gultige Konfigurationenfolgen von
TM.

Eine Simulation des Verhaltens von TM durch eine deterministische Turingmaschine TM ¢
kann folgendermalRen durchgefiihrt werden. Eine Eingabe wi 1” wird auf einem Band von
TM ¢ zwischengespeichert (es wird eine Kopie angelegt). TM ¢ erzeugt ein Wort x1 D™ mit
=1 £T(n), x=d, ...d,, falls es noch ein nicht bereits erzeugtes Wort dieser Art gibt. Ins-
gesamt konnen die Worter in lexikographischer Reihenfolge erzeugt werden. Dann kopiert
TM € das Eingabewort w aus dem Zwischenspeicher auf das Eingabeband von TM und simu-
liert auf deterministische Weise das Verhalten von TM fir | Schritte, wobei in der i-ten Uber-
fihrung die (d, +1)-te Alternative in der entsprechenden Zeile der Uberfiihrungstabelle ver-
wendet wird. Falls die Simulation auf den akzeptierenden Zustand fuhrt, wird das Wort w ak-
zeptiert, ansonsten wird das néchste Wort x1 D™ erzeugt und die Simulation erneut ausge-
fahrt.

Um ein Wort xT D" mit |[x =1 £T(n)zu erzeugen, bendtigt man O(l) viele Schritte (ent-
sprechend der Addition einer 1 auf eine Zahl mit | Stellen). Anschlief3end wird w in O(n)
vielen Schritten aus dem Zwischenspeicher auf das Eingabeband von TM kopiert. Das Ver-
halten von TM wird dann fir | viele Schritte simuliert. Es gibt d' viele Moglichkeiten fur
x1 D mit |x =1 Insgesamt ergibt sich ein zeitlicher Aufwand der GréRe

T(n)
T¢n) = é (c, ¥ +c,n+c, )’

1=0
(der erste Term unter dem Summenzeichen beschreibt den zeitlichen Aufwand, um X zu er-
zeugen, der zweite Term, um w aus dem Zwischenspeicher auf das Eingabeband von TM zu

kopieren, der dritte Term, um | Schritte von TM zu simulieren). Es gilt
a§ n) T(n) _ T(n)+1 T(n)+2 T(n)+1 _ 0 ) )
T¢n)£cC é_a?ml' +n><é_d'f£:cas“j (T() +1)d 2+T(n)d +n0I 1; mit ei-
§|=o 10 g (d-1) d-1 4

ner geeigneten Konstanten ¢. Der Ausdruck rechts ist von der Ordnung O(T(n) >dT‘”)); hier-

bei wurde n£T(n) verwendet. ///
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Die deterministische Simulation der k-NDTM TM erfolgt a'so zum Preis einer exponentiellen
Steigerung des L aufzeitverhaltens, denn O(T (n)>d™™ )i O(c™™ ) mit einer Konstanten ¢ > 0.

Bisher ist keine nicht-triviale untere Schranke fir die Simulation einer NDTM durch eine
DTM bekannt. Insbesondere ist nicht bekannt, ob eine NDTM, deren Laufzeit durch ein Poly-
nom begrenzt ist, durch eine DTM simuliert werden kann, deren Laufzeit ebenfalls ein Poly-
nom ist (eventuell von einem sehr viel hoheren Grad).

Anders verhdlt es sich bel Betrachtung der Platzkomplexitét:

Eine Funktion S:N® N heilt platz-konstruierbar, wenn es eine k-DTM TM gibt, die bel
Eingabe eines Wortes der Lange n ein spezielles Symbol in die S(n)-te Zelle eines ihrer
Bander schreibt, ohne jeweils mehr als S(n) viele Zellen auf allen Bandern zu verwenden.

Satz 2.5-2:
Ist TM eine k-NDTM mit einer platz-konstruierbaren Speicherplatzkomplexitdt S(n),

dann gibt es eine k(-DTM TM (mit einer Speicherplatzkomplexitdt der Ordnung
o(s*(n)) und L(TM = L(TM™).

Beweis;

Essé TM =(Q,S,1,d,b, 0y, Gaeerx) €iN€ k-NDTM mit einer platz-konstruierbaren Speicher-
platzkomplexitdt S(n) . Es wird ein deterministischer Algorithmus, d.h. eine deterministische
k¢-DTM TM ¢, angegeben, der das Verhalten von TM bei Eingabe eines Wortes w mit [w = n
simuliert und dessen Speicherplatzbedarf durch einen Wert der Grélenordnung O(Sz(n)) be-
schrénkt ist. Essei K =(q,(a,,i,),....@,.i, ) eine Konfiguration in einer Berechnung von TM
bei Eingabe von w. Wegen [a;|£ S(n) und 1£i; £S(n) fur j = 1, ., kist die Anzahl ver-
schiedener Konfigurationen durch |Q%S**™ {S(n))* £ ¢ mit einer Konstanten ¢ > 0 be-
grenzt. Fallsin einer Berechnung von TM also K, P ™ K, gilt, dann kann man annehmen, daf3
dabei hochstens ¢ viele Uberfiihrungen vorkommen. Es gilt: K, b " K, in hochgtens i
Schritten genau dann, wenn es eine Konfiguration K, gibt, so da K, P " K, in hdchstens
/2| vidlen Schritten und K, P " K, in hochstens @/2() vielen Schritten ablauft. Fur K,

kommen nur ¢%™ viele Méglichkeiten in Frage. Diese Uberlegung fulhrt auf folgenden Algo-
rithmus:






