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1 Einleitung

Der vorliegende Text trifft eine (subjektive) Auswahl aus Themen der Theoretischen Informa
tik, deren Kenntnis neben vielen anderen Themen als unabdingbar im Rahmen der Informa
tikaushildung angesehen wird. Auch wenn die direkte praktische Relevanz der dargestellten
Inhalte nicht immer sofort sichtbar wird, so zéhlen diese doch zu den grundlegenden Bil-
dungsinhalten, die jedem Informatiker und Wirtschaftsinformatiker vermittelt werden sollten.
Zudem steht fur die (dem einen oder anderen auch sehr theoretisch erscheinenden) Ergebnisse
gerade der Komplexitétstheorie auRer Frage, dal’3 sie einen unmittelbaren Einfluld auf die
praktische Umsetzung und algorithmische Realisierung von Probleml 6sungen haben.

Der Text verzichtet stellenweise auf die Darstellung ausformulierter (mathematisch exakter)
Beweise. Diese konnen in der angegebenen Literatur nachgelesen werden bzw. sie werden in
der zugehorigen Vorlesung und den Ubungen behandelt.

Die Theoretische Informatik als eine der Saulen der Informatik kann nattrlich nicht umfas-
send im Rahmen einer einsemestrigen Lehrveranstaltung dargestellt werden. Ein Weg, sich
den wesentlichen Inhalten zu néhern, zu denen die Theorie der Berechenbarkeit und Ent-
scheidbarkeit, die Automatentheorie, die Theorie der Formalen Sprachen und die Komplexi-
tatstheorie zdhlen, wird in dem Lehrbuch von Schoning: Theoretische Informatik kurzgefalit
aufgezeigt, in dem die angesprochenen Themen in kompakter Form présentiert werden. Dem
vorliegenden Text liegt ein @nlicher Ansatz zugrunde, wobei hier jedoch eine teilweise un-
terschiedliche Schwerpunktbildung erfolgt. Er verzichtet auf den Anspruch einer umfassenden
oder ansatzweisen Darstellung aller wichtigen Teilgebiete der Theoretischen Informatik und
konzentriert sich auf einige Grundlagen, die zum Versténdnis der prinzipiellen Leistungsfé
higkeit von Algorithmen und Computern notwendig erscheinen. Der Blick richtet sich also
auf Inhalte, die der Beantwortung von Fragen dienlich sein kénnen wie

Wie kann man die Begriffe der algorithmischen Berechenbarkeit formal fassen?

Was kénnen Computer und Algorithmen leisten und gibt es prinzipielle Grenzen der algo-
rithmischen Berechenbarkeit?

Mit welchen Modellierungswerkzeugen und Beschreibungsmitteln lassen sich berechen-
bare Menge charakterisieren?

Mit welchem algorithmischen Aufwand ist im konkreten Fall bel einer Problemlésung zu
rechnen?

Wie kann man die inhdrente Komplexitét einiger Problemstellungen praktisch nutzen?

Die Behandlung dieser Fragestellungen fihrt auf die Betrachtung von Modellen der Bere-
chenbarkeit. Hierbel spielt die Turingmaschine eine herausragende Rolle. Ergénzend wird
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wegen seiner inhaltlichen Nahe zu realen Computern das Modell der Random Access Ma-
schine behandelt. Auf die Darstellung von Theorien wie die r-rekursiven Funktionen oder

das | -Kalkull soll hier (im wesentlichen aus Platzgriinden) verzichtet werden, obwohl sie eine
hohe mathematische Eleganz und Relevanz aufwei sen.

Innerhalb der Theoretischen Informatik nimmt das Teilgebiet Automatentheorie und Formale
Sprachen einen breiten Raum ein. Historisch hat es einen grof3en Einflufd auf die Entwicklung
von Programmiersprachen und Sprachibersetzern, sowie auf die Modellierung komplexer
Anwendungssysteme und Betriebssysteme ausgelibt. Im folgenden wird dieses Teilgebiet je-
doch nur im Uberblick dargestellt, da die Themen Programmiersprachen und Compilerbau in
der Wirtschaftanformatikausbildung hochstens am Rand gestreift werden und auch die Mo-
dellierungsmdglichkeiten beispielsweise paralleler Ablaufe durch Petrinetze und anderer Au-
tomatentypen innerhalb des jeweiligen Anwendungsgebiets behandelt werden kdnnen.

Das Thema der praktisch durchfiihrbaren Berechnungen, d.h. der in polynomieller Zeit zu 16-
senden Probleme, fuhrt auf die Theorie der NP-Vollstandigkeit und der Approximation
schwerer Optimierungsprobleme. Die damit verbundenen Fragestellungen werden in den bei-
den letzten Kapiteln aufgezeigt.

Im folgenden Text werden im einzelnen nicht die Literaturquellen angegeben, denen die je-
weiligen Inhalte entnommen wurden. Das Literaturverzeichnis fuhrt eine Reihe wichtiger
Standardwerke auf, die die Themen in grof3er Ausfihrlichkeit behandeln. Dort finden sich
auch zusitzliche Ubungen und weiterfiihrende Quellenangaben.

1.1 Einige grundlegende Bezeichnungen

Im vorliegenden Kapitel werden grundlegende Definitionen angeftihrt und einige in den fol-
genden Kapiteln verwendete (mathematische) Grundlagen zitiert. Dabei wird eine gewisse
Vertrautheit mit der grundlegenden Symbolik der Mathematik vorausgesetzt, z.B. mit
Schreibweisen wie

al A, Al B, AEB, ACB, A\B.

Es seien A und B mathematisch logische Aussagen, die wahr oder falsch sein kénnen. In den
nachfolgenden Kapiteln werden héaufig daraus Aussagen der Form

~Aus A folgt B* bzw.

»Aimpliziert B* bzw.

»Wenn A gilt, dann gilt auch B“, gelegentlich auch geschrieben

. Ap B*

gebildet und bewiesen.

Fur einen Beweis der Aussage Ab B geht man folgendermal3en vor:
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Man nimmt an, dal3 A wahr ist. Durch eine , geeignete” Argumentation (Anwendung lo-
gischer Schltisse) zeigt man, dal3 dann auch B wahr ist.

Alternativ kann man auch folgendermal3en argumentieren:

Man nimmt an, dal3 B nicht wahr ist. Durch eine ,geeignete’ Argumentation (Anwen-
dung logischer Schliisse) zeigt man, dal3 dann auch A nicht wahr ist. Diese Argumenta-
tion beruht auf der Tatsache, da® AP B logisch aquivalent (siehe unten) zu @B b @A
ist,d.h. Ap B und @B P @A haben stets denselben Wahrheitswert.

Die Aussage , AU B* steht fir AP B und Bb A. Um die Aussage AU B zu beweisen,
sind also zwei , Richtungen” zu zeigen, d.h. jeweils ein Beweisfir AP B und ein Bewels fir
BP A zu erbringen. Alternativ kann man auch AP B und JAP @B beweisen. Die Gl
tigkeit von AU B bedeutet, dal3 A und B beide wahr oder beide falsch sind.

Statt AU B sagt man auch
»Aist (logisch) aguivalent zu B bzw.
»A gilt genau dann, wenn B gilt“.

Die Elemente einer Menge A seien durch eine Eigenschaft E, beschrieben, die allen Ele-
menten von A zukommt: A={ a|a hat die Eigenschaft E,, } . Entsprechend werde die Menge B
durch eine Eigenschaft E, bestimmt: B={b|bhat die Eigenschaft E,}. Um zu beweisen,
dal3 die Teilmengenbeziehung Al B gilt, geht man folgendermalien vor:

Man nehme xI A. Dann weil? man, dai? x die Eigenschaft E, besitzt. Durch eine , ge-
eignete” Argumentation unter Ausnutzung der Eigenschaft E, weist man nach, daf3 x
auch die Eigenschaft E; besitzt, d.h. xT B. Man zeigt also xi Apb xI B.

Logisch aquivalent ist folgende Argumentation:

Man nehme fur ein Element x an, daR es nichtin B liegt: xI B, d.h. x hat nicht die Ei-
genschaft E;. Durch eine ,geeignete” Argumentation unter Ausnutzung der Tatsache,
dal3 fur x die Eigenschaft E; nicht zutrifft, weist man nach, daf? x auch nicht die Eigen-
schaft E, besitzt, d.h. da3 x| A ist.

Um die Gleichheit zweier Mengen A und B nachzuweisen, d.h. A= B, hat man die beiden In-
klusionen Al B und Bi A nachzuweisen, d.h. xI AU xI B.
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Mit P(M) wird die Potenzmenge der Menge M bezeichnet, d.h. P(M)={L|Li M} .

Esqilt fur alle Mengen A, B und C:

ACBIi A, ACBI B, Al AEB, Bi AEB

AE B=BE A, AC B=BC A (Kommutativgesetze)

AE B=(A\B)E (ACB)E (B\A), dierechte Seiteist eine disunkte Zerlegung! von AE B,
AC (BEC)=(ACB)E(ACC), AE (BCC)=(AE B)C (AE C) (Distributivgesetze).

Fur Mengen A, A, ..., A, wird das kartesische Produkt definiert als
AA A =aaa)lal AaT ALLLa T AL

Fur eine Menge A bezeichnet |A| die Anzahl der Elemente (oder die M &chtigkeit) von A.

Es seien A und B Mengen. Eine Vorschrift, die jedem Element al A genau ein Element
b1 B zuordnet, heif}t (totale) Funktion von A nach B, geschrieben:
1A® B
1a® f(a)
héufig auch in der Form
f:A® B, f(a)= ..

Die Angabe f:A® B legt fest, dal3 einem Element vom (Daten-) Typ, der , charakteristisch®
far A ist, jeweils ein Element vom (Daten-) Typ, der , charakteristisch* fur B ist, zugeordnet
wird. Beispielsweise konnte die Menge A aus Objekten vom Objekttyp T und die Menge B
aus naturlichen Zahlen bestehen. Dann legt die Angabe f:A® B fest, dal? jedem Objekt vom
Objekttyp T in der Menge A durch f eine nattrliche Zahl, die beispielsweise als Primarschliis-
selwert interpretierbar ist, zugeordnet wird. Die Angabe f(a)= ... beschreibt, wie diese Zu-
ordnung fiir jedes Element al A geschieht.

Formal ist eine (totale) Funktion f:A® B eine Abbildungsvorschrift (genauer: eine zwei-
stellige Relation), die folgenden beiden Bedingungen gentigt:

(i) Sieist linkstotal: fir jedes al A gibtes bl B mit f(a)=b

() Sieist rechtseindeutig: f(a)=Db undf(a)="b, implizieren b, =b,.

Die Menge A heil3 Definitionsbereich von f, die Menge

1Eine Zerlegung M = M, E M, der Menge M heift disiunkt, wenn M, C M, = A ist.
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f(A) ={b|bl B,undesgibtal Amit f(a)="b}
heif}t Wertebereich vonf. Esist f(A) I B.

Eine Abbildungsvorschrift f:A® B heildt partielle Funktion, wenn lediglich die obige Be-
dingung (ii) erfiillt ist. Eine partielle Funktion f:A® B ordnet u.U. nicht jedem al A en
bl B zu.

Eine Abbildungsvorschrift f:A® B heildt injektiv, wenn sie linkseindeutig ist, d.h. wenn

gilt:
fur jedes a,T A undjedes a,T Amita t a,ist f(a)? f(a,).

Eine Abbildungsvorschrift f: A® B heifd surjektiv, wenn sie rechtstotal ist, d.h. wenn gilt:
f(A)=B.

Eine Abbildungsvorschrift f:A® B heildt bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist. In
-1 -1
diesem Fall gibt es eine eindeutig bestimmte Umkehrfunktion f:B® A mit f(f(a))=a

und & (b)%=b.
§

Die Menge der natirlichen Zahlen wird definiert durchN={ 10, 1, 2, 3,4, ... }.

Die Theoretische Informatik untersucht haufig Eigenschaften von Zeichenketten, die sich aus
einzelnen Symbolen (Buchstaben, Zeichen) zusammensetzen.

Essai S eine endliche nichtleere Menge. Die Elemente von S heil3en Symbole oder Zeichen
oder Buchstaben. S heifd Alphabet. Eine Aneinanderreihung a,a, ...a, von n Symbolen

(Zeichen, Buchstaben) a,1 S, a,1 S, .., a 1 S heilit Wort (Zeichenkette) iber S. Die
Lange von aa, ...a, wird durch |a,a, ...a, |=n definiert. Das leere Wort (leere Zeichen-
kette), das keinen Buchstaben enthélt, wird mit e bezeichnet; esgilt |e |=0.

Formal lassen sich die Worter Gber S wie folgt definieren:

(i) e isteinWort Uber S mit |e|=0
(i) Istxein Wort Gber S mit [x=n- 1 und al S, dannist xaein Wort tiber S mit |xa =n

(iii) y ist ein Wort Uber S genau dann, wenn es mit Hilfe der regeln (i) und (ii) konstruiert
wurde.
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Die Menge aller Worter (beliebiger Lange) Uber S, einschliefdlich des leeren Worts, wird
mit S" bezeichnet. Zusétzlich wird S* =S" \ {e} gesetzt.

Sind x=aa,..a, und y=Dbb,..b zwei Worter aus S, so heit das Wort

Xy =a,a, ...a,bb, ...b, die Konkatination von x und y. Die Lange von xy ist |xy| =[x +|y] .
Fir xI S’ definiert man x° =e und x™* =x"x fir n3 0.
Eine Teilmenge L1 S™ heif’t (formale) Sprache liber dem Alphabet S.

Fir Sprachen L, i S  und L, | S™ definiert man das Produkt von L, und L, durch
L, ={xy|xT Lund yT L,}.

Der Abschlu® L einer Sprache L1 S™ wird durch folgende Regeln definiert:

i) L ={e}
(i) L™ =L":L firn30
(iiy L' ={JL".

n30

Unter dem positiven AbschluB L" einer Sprache L1 S verstent man L* =( JL".

ndl

Offensichtlichist L' = L* E{e}.

Essei wi L. Dannist entweder w=e oder es gibt ein nT N mit n3 1 und wi L". In die-
sem Fall gibt esn Worter w,T L, ..., w, T L mit w=w,...w,. JedesWort w,, ..., w, werde

durch seine einzelnen Buchstaben dargestellt: w, =ay; ...a,; , ..., W, =a,,...a,; mita, IS

nii,

furl=1,..,nundk=1,.., i . Dannist
e . 8 3 .
W=a,, .8, .8, ..a, . FurdieLangevonwgilt W =g |w|=q i, .
1=1 1=1

Ein Wort wi L*. Kann man aso in der Form w=wxx=yw, mit xI L"* und yI L™*
schreiben. Wegen "' L sind beide Teilworter x und y in L . Insgesamt ergibt sich
wl Lx und wi L' unddamit LI Lx und L" | L x_. Die umgekehrten Inklusionen
L1 L' und L' X1 L* ergeben sich entsprechend, so daf3 damit

L' =Ll =L:L



1.1 Einige grundlegende Bezeichnungen 9

gezeigt ist.

Esqilt

LALE L) =(L)E (L),

L{L, CL,)i (Lx,)C(Lx,), und es gibt Beispiele fir Mengen L, L, und L,, fir die diese
Inklusion nicht umkehrbar ist (beispielsweise wahlt man
L={e, 4, L, ={0} und L, ={10}).

Eine Menge M ist endlich von der Machtigkeit (Kardinalitat) n, wenn es eine bijektive
Abbildung f:M ® {1,...,n} gibt, d.h. man kann die Elemente in M mit den natirlichen

Zahlen 1, ..., n durchnumerieren: M ={m,,....m }.

Eine Menge M ist (von der M&chtigkeit bzw. Kardinalitéat) unendlich, wenn sie eine bijek-
tive Abbildung f :N® M zwischen einer echten Teilmenge N1 M und M gibt.

Zwel Mengen M, und M, heif3en gleichméchtig (oder von gleicher Kardinalitat), wenn es
eine bijektive Abbildung zwischen M; und M, gibt.

Eine Menge M, die gleichméchtig mit der Menge N (der natlrlichen Zahlen) ist, heil ab-
zahlbar unendlich. Eine Menge heil3 (h6chstens) abzahlbar, wenn sie endlich oder abzahl-
bar unendlich ist.

Ist M eine abzdhlbar unendliche Menge, dann gibt es eine bijektive Abbildung f:N® M,
d.h. M ={f(0), f (1), f(2),..}. Intuitiv: Man kann die Elemente von M mit natiirlichen Zah-
len durchnumerieren; jedes mi M hat dabei eine eindeutige Nummer i, d.h. m= f (i) .

Fir ein endliches Alphabet S={a,,...,a,} kann man die Wérter aus S" (in lexikographi-
scher Reihenfolge) gemald folgender Tabelle notieren und durchnumerieren:
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Nummer | Wort aus S Bemerkung Nummer | Wort aus S Bemerkung
0 e |Wort der Lange O n+n®+1 a, a a, | Worter der Lange 3
a, |Worter der Langel | n+n?+2 a a a,
a'2
n?+2n aaa
n a, n®+2n+1 a a,a
n+1 a, a, | Worter der Lange 2
n+2 a, a, n?+3n a, a, a,
2n a a, n+n?+n® a,a a
2n+1 a,a
2n+2 a,a,
3n a'2 an
n+n? a, a,

Das leere Wort e erhédlt dabei die Nummer O; die Worter der Lange k >0 bekommen die

&t 0 .. 8 : _
Nummern ¢g n' =+1 bis g n' . Esgilt also:
(ST i=1

Satz 1.1-1:
Essa S ein endliche Alphabet. Dann gilt:

1. S ist abzahlbar unendlich.

2. JedeSprache L1 S ist entweder endlich oder abzahlbar unendlich.

Teil 2. des Satzes folgt aus der Tatsache, dal3 jede Teilmenge einer abzéhlbar unendlichen
Menge abzahlbar ist.

Satz 1.1-2:
Die Potenzmenge P(M)={L|Li M} einer endlichen Menge M mit n Elementen ent-

halt 2" Elemente (Teilmengen von M).
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Beweis;

Essd M ={a,,...,a_,} eineendliche Menge mit n Elementen. Jede Teilmenge Ni M mit
k Elementen, etwa N :{aio - ak_l} kann als 0-1-Vektor der Lange n dargestellt werden. Da-

bei sind alle Komponenten dieses Vektors gleich O bis auf die Komponenten an den Positio-
nen iy, ..., i,_,; dort steht jeweils eine 1. Umgekehrt kann jeder O-1-Vektor der Lénge n as

Teilmenge von M interpretiert werden. ///

Ist M dagegen abzéhlbar unendlich, so gilt:

Satz 1.1-3:
Die Potenzmenge P(M)={ L|Li1 M} einer abzahlbar unendlichen Menge M ist nicht
abzéhlbar (man sagt: sieist tberabzahlbar).

Beweis;

Eswird die Diagonalisier ungstechnik angewendet:

Essd f:N® M eine Abzahlung von M, dh. M ={ £(0), f(2), f(2),..} mit f(i)? f(j)
fur it j. Angenommen, P(M) sei abzahlbar, etwa mit Hilfe der bijektiven Abbildung
g:N® P(M), d.h. P(M)={g(0),9(1),g(2),..}. Ein Wert f (i) ist ein Element von M, ein
Wert g(i) ist eine Teilmenge von M. Es wird eine Teilmenge D von M durch
D={ ()| ()i g(i)} definiert,

DaD eine Teilmenge von M ist (denn ale Werte f (i) sind Elemente von M), ist D Element
von P(M), hat aso eine Nummer n,T N, d.h. D=g(n,). Es wird nun untersucht, ob das
Element von M mit der Nummer n, (dasist das Element f(n,) in D liegt oder nicht:

Es gilt f(n,)i D nach Definition von D genau dann, wenn f(n,)i g(n,) ist. Wegen
D=g(n,) ist dieses gleichbedeutend mit f(n,)i D. Dieser Widerspruch zeigt, dai? die
Annnahme, P(M) sei abzshlbar, falsch ist. ///

Mit M =S’ sieht man:;

Satz 1.1-4:
Die Menge { LILIT S*} aller Sprachen Uber einem endlichen Alphabet S ist nicht ab-
zahlbar.
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Im folgenden seien f:N® R und g:N® R zwei Funktionen. Die Funktion f ist von der
(GréRen-) Ordnung O(g(n)), geschrieben f(n)T O(g(n)), wenn gilt:

es gibt eine Konstante ¢ >0, die von n nicht abhangt, so daB |f (n)| £ cXg(n)| ist fur jedes
ni N bis auf héchstens endlich viele Ausnahmen (, ..., so daB |f (n)| £ cXg(n)| ist fir fast
ale nT N“).

Einige Regeln:
f(m1 o(f (m)
Fir d = const. ist d xf (n)T O(f (n))

Es gelte | f (n)| £ cXg(n)| fur jedes nT N bis auf hochstens endlich viele Ausnahmen. Dann
ist O(f(n))i O(g(n)), insbesondere f ()T O(g(n)).

oo(f (m))=0(f ()

hierbel ist

i, |h:N® Rundesgibteine Funktiongl O(f(n))und eine Konstantec>0  {i
I

h

f(n)))= A :
o(o(f () i | mit|h(n)| £ cXg(n)|fir jedesn N bisauf hochstens endlich vieleAusnahmen%

Im folgenden seien S und S, zwei Mengen, deren Elemente miteinander arithmetisch ver-
knupft werden konnen, etwa durch den Operator -. Dannist

S oS, ={s s |51 Sunds,T S}.
Mit dieser Notation gilt:

O(f (n))>0(g(n)) 1 O(f (n)xg(n)),
O(f (n)>g(n)i | fm)>O(g(n)),

o(f (m))+0(g(m)i off (m)|+|a(n)).

Satz 1.1-5:

Ist p ein Polynom vom Grade m, p(n)zéai ' mit al R und a_! 0, o ist
i=0

p(n)1 O(n") fur k3 m,
n™1 O(n") fir k3 m.
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¥ Kk
Konvergiert f(n):é_ a ' fir n£r, so ist fir jedes k3 0: f(n):éai ' +g(n) mit
i=0 i=0

g(n)1 O(n"*l).

Fir a>1 und b>1 ist log, (n) = —— sog, (n) . Daher gt
log, (a)

Satz 1.1-6:
Fir a>1 und b>1 ist log,(n)T O(log, (n)).

W@en eh(n) = 2'092(e)>h(n) gllt

Satz 1.1-7:
ehm 0(20("‘”))).

Fiir jedes Polynom p(n) und jede Exponentialfunktion a" mit a>1ist a"i O(p(n)), jedoch
p(n)1 O(a“).

Fur jede Logarithmusfunktion log,(n) mit a>1 und jedes Polynom p(n) ist
p(n)T O(log, (n)), jedoch log, (T O(p(n)).

Fur jede Logarithmusfunktion log,(n) mit a>1 und jede Wurzelfunktion Un g
Yni Oflog,(n)), jedoch log, (n)i Ofn).

Insgesamt ergibt sich damit

Satz 1.1-8:
Essden a>1, b>1, ml N_,, p(n) ein Polynom; dann ist

O(log,(n)i of¥n)i o(p(m)i ofa").

Ein Boolescher Ausdruck (Boolesche Formel, Formel der Aussagenlogik) ist eine Zei-
chenkette tber dem Alphabet A={U,U,@,(,),0,1,x}, der eine Aussage der Aussagenlogik
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darstellt2. Innerhalb eines Booleschen Ausdrucks kommen Variablen vor, die mit dem Zei-
chen x beginnen und von einer Folge von Zeichen aus {0, 1} erganzt werden. Diese ergéan-
zende 0-1-Folge, die an das Zeichen x ,,gebunden” ist, wird as Indizierung der Variablen in-
terpretiert. Im folgenden werden daher Variablen als indizierte Variablen geschrieben, wobei
die indizierende 0-1-Folge as Bindrzahl in Dezimaldarstellung angegeben wird. Kommen die
Zeichen 0 bzw. 1 innerhalb eines Booleschen Ausdrucks nicht an das Zeichen x gebunden
vor, so werden sie als Konstanten FALSCH (FALSE) bzw. WAHR (TRUE) interpretiert.

Beispielsweise steht (x, U@x, ) U(@x, U(x, Ux,)) U0 fiir den Booleschen Ausdruck
(x1U@x101) U(2x11 U(x100 U x101)) UO.

Die Zeichen U, U bzw. w stehen fur die Ublichen logischen Junktoren UND, ODER bzw.
NICHT. Ein Boolescher Ausdruck wird nur bei korrekter Verwendung der Klammern ,,(* und
»)" assyntaktisch korrekt angesehen: zu jeder sich schlief3enden Klammer ,,)*“ muld es weiter
links in der Zeichenkette eine sich 6ffnende Klammer ,,(* geben, und die Anzahlen der sich
offnenden und schlieffenden Klammern missen gleich sein; aul3erdem missen die Junktoren
U, U bzw. w korrekt verwendet werden.

Die Bedeutungen der Junktoren U, U bzw. w ergeben sich aus folgenden Tabellen.

X %)
FALSE | TRUE
TRUE |FALSE
xUy |y=FALSE | y=TRUE xUy |y=FALSE | y=TRUE
X = FALSE FALSE TRUE X = FALSE FALSE FALSE
X= TRUE TRUE TRUE X = TRUE FALSE TRUE

Unter einem Literal innerhalb eines Booleschen Ausdrucks versteht man eine Variable X
oder eine negierte Variable @x; .

Ein Boolescher Ausdruck F heil3t erfillbar, wenn es eine Ersetzung der Variablen in F durch
Werte FALSE bzw. TRUE gibt, wobel selbstverstandlich gleiche Variablen durch die gleichen
Werte ersetzt werden (man sagt: die Variablen werden mit FALSE bzw. TRUE belegt), so dai3
sich bei Auswertung der so veranderten Formel F gemal3 den Regeln lber die Junktoren der
Wert TRUE ergibt.

Ein Boolescher Ausdruck F ist in konjunktiver Normalform, wenn F die Form

2 Die Syntax eines Booleschen Ausdrucks bzw. einer Formel der Aussagenlogik wird hier als bekannt
vorausgesetzt.



1.1 Einige grundlegende Bezeichnungen 15

F=FU..UF,
und jedes F, die Form
F =(in U...yik)

hat, wobei Y, ein Literal oder eine Konstante O oder 1 ist, d.h. fir eine Variable (d.h.
yi, = X, ) oder fur eine negierte Variable (d.h. Y, =@x,) oder fur eine Konstante 0 bzw. 1
steht.

Die Teilformeln F. von F bezeichnet man as die Klauseln (von F). Naturlich ist eine Klausel
selbst in konjunktiver Normalform.

EineKlausel F von F ist durch eine Belegung der in F vorkommenden Variablen erfillt, d.h.
besitzt den Wahrheitswert WAHR, wenn mindestens ein Literal in F, erfdllt ist d.h. den

Wahrheitswert WAHR besitzt. F ist erfullt, wenn ale in F vorkommenden Klausaln erflillt
sind.

Zu jedem Booleschen Ausdruck F gibt es einen Booleschen Ausdruck in konjunktiver Nor-
malform, der genau dann erfillbar ist, wenn F erfillbar ist.

Nicht jeder Boolesche Ausdruck, selbst wenn er syntaktisch korrekt ist, ist erfullbar. Bei-
spielsweise ist x U@x nicht erfullbar. Mit Hilfe eines systematischen Verfahrens kann man
die Erfullbarkeit eines Booleschen Ausdrucks F mit n Variablen dadurch testen, dal3 man

nacheinander alle 2" mdglichen Belegungen der Variablen in F mit Wahrheitswerten WAHR
bzw. FALSCH erzeugt. Immer, wenn eine neue Belegung generiert worden ist, wird diese in
die Variablen eingesetzt und der Boolesche Ausdruck ausgewertet. Die Entscheidung, ob F

erfullbar ist oder nicht, kann u.U. erst nach Uberprifung aller 2" Belegungen erfolgen.

Ein gerichteter Graph G = (V, E) besteht aus einer endlichen Menge V ={v,,....,v.} von
K noten (vertices) und einer endlichen Menge E ={e,,...,e }i V"V von Kanten (edges).

DieKante e=(v;,v;) lauft von v, nach v; (verbindet v; mit v;). Der Knoten v; heil3t An-

fangsknoten der Kante e = (v;,V, ), der Knoten v; Endknoten von e=(v;,V;). Zu einem

Knoten vi V heit pred(v) ={v(|(v¢v)T E} die Mengeder direkten Vorganger vonv,
succ(v) ={ v¢|(v,v)1 E} die Menge der direkten Nachfolger von v.

Ein Binarbaum B, = (V, E) mit n Knoten wird durch folgende Eigenschaften charakterisiert:

1. Entwederist n3 1 und [V|=n2 lund|E/=n- 1,
oder esist n=0 und V = E = & (leerer Baum).
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2. Bei n3 1 gibt esgenau einen Knoten r 1 V, dessen Menge direkter Vorganger leer ist;
dieser Knoten heif3t Wur zel von B,.

3. Bea n3 1 besteht die Menge der direkten Vorgéanger eines jeden Knotens, der nicht die
Wurzel ist, aus genau einem Element.

4. Be n3 1 besteht die Menge der direkten Nachfolger eines jeden Knotens aus einem Ele-
ment oder zwei Elementen oder ist leer. Ein Knoten, dessen Menge der direkten Nachfol-
ger leer ist, heil’t Blatt.

In einem Binarbaum B = (V, E) gibt es firr jeden Knoten v V genau einen Pfad von der
Wurzel r zuv, d.h. es gibt eine Folge ((ao,al),(al,az), (am_l,am)) mitr=a,, v=a,
und (a_,, &)1 E furi=1, .., m Der Wert mgibt die L ange des Pfads an. Um den Knoten v

von der Wurzel aus Uber die Kanten des Pfads zu erreichen, werden m Kanten durchlaufen.
Diese Lange wird auch als Rang des K notens v bezeichnet.

500 Rang 0 A
120 700 Rang 1
100 300 Rang 2
Hohe 6
110 220 400 Rang 3
200 Rang 4

210 Rang 5
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Der Rang eines Knotens |&3 sich auch folgendermal3en definieren:

(i) DieWurzel hat den Rang O.

(i) Istvein Knotenim Baum mit Rang r - 1 und w ein direkter Nachfolger von v, so hat w

den Rangr.

23

21

27

Unter der Hohe eines Bindrbaums versteht man den maximal vorkommenden Rang eines
Blattes + 1. Die Hohe ist gleich der Anzahl der Knoten, die auf einem Pfad maximaler Lénge

von der Wurzdl zu einem Blatt durchlaufen werden.

In einem Bindrbaum bilden alle Knoten mit demselben Rang ein Niveau des Baums. Das Ni-
veau 0 eines Bindrbaums enthélt genau einen Knoten, namlich die Wurzel. Das Niveau 1 ent-

hélt mindestens 1 und hochstens 2 Knoten. Das Niveau j enthdlt hdchstens doppelt soviele
Knoten wiedas Niveau j - 1. Daher gilt:
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Satz 1.1-9:

1.

Das Niveau j3 0 eines Bindrbaums enthét mindestens einen und héchstens 2!
Knoten. Die Anzahl der Knoten vom Niveau O bis zum Niveau j (einschliefdich)
betragt mindestens j +1 Knoten und héchstens 5_ 20 =21 1 Knoten.
i=0

Ein Binarbaum hat maximale Hohe, wenn jedes Niveau genau einen Knoten ent-
halt. Er hat minimale Hohe, wenn jedes Niveau eine maximale Anzahl von Knoten
enthalt. Also gilt fur die Hohe h(B,) eines Bindrbaums mit n Knoten:
dog, (n+1)y£h(B,) £n.
Fur die Anzahl b(h) der Blétter eines Bindrbaums der Hohe h gilt
1£b(h) £2",
Fir die Mindesththe h(b) eines Bindarbaums mit b3 1 vielen Bléttern gilt
h(b) * dog, (b) +1y.
Die Anzahl (strukturell) verschiedener Binarbdume mit n Knoten betrégt

1 a&ng_ 4" 4n
——¢ == +C
n+1&na ndpn  Jns
Die mittlere Anzahl von Knoten, die von der Wurzel aus bis zur Erreichung eines

beliebigen Knotens eines Bindrbaums mit n Knoten (gemittelt Gber ale n Knoten)
besucht werden muf3, d.h. der mittlere ,, Abstand* eines Knotens von der Wurzel, ist

Jpn +C mit einer redllen Konstanten C>0. Im giinstigsten Fall (wenn also alle
Niveaus voll besetzt sind) ist der grofte Abstand eines Knotens von der Wurzel in
einem Bindrbaum mit n Knoten gleich gog,(n+1)» log, (n), im unglnstigsten
Fall ist dieser Abstand gleich n.

mit einer reellen Konstanten C >0.

1.2 Problemklassen

In der Informatik beschéftigt man sich haufig damit, Problemstellungen mit Hilfe von Rech-
nerprogrammen zu l6sen. Meist wird man dabel das Programm so entwerfen, dal3 es nicht nur
die Losung fur eine einzige konkrete Problemstellung findet, sondern fir eine ganze Klasse
von Problemen, die natirlich ale ,ahnlich* spezifiziert sind. Beispielsweise wird ein Sortier-
verfahren in der Lage sein, nicht nur einen Satz von 100 Zahlen zu sortieren, sondern eine be-
liebige Anzahl von Zahlen, eventuell sogar von feiner strukturierten Objekten.

Ein Problem ist eine zu beantwortende Fragestellung, die von Problemparametern (Varia-
blenwerten, Eingaben usw.) abhéngt, deren genaue Werte in der Problembeschreibung zu-
néchst unspezifiert sind, deren Typen jedoch in die Problembeschreibung eingeht. Ein Pro-
blem wird beschrieben durch:
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1. eine algemeine Beschreibung aller Parameter, von der die Problemldsung abhéngt; diese
Beschreibung spezifiziert die (Problem-) Instanz (Eingabeinstanz)

2. die Eigenschaften, die die Antwort, d.h. die Problemlsung, haben soll.

Eine spezielle Problemstellung erhd@t man durch Konkretisierung einer Probleminstanz, d.h.
durch die Angabe spezieller Parameterwerte in der Problembeschreibung.

Im folgenden werden einige grundlegende Pr oblemtypen unterschieden und zunéchst an Bei-
spielen erlautert.

Problem des Handlungsr eisenden als Optimier ungspr oblem
(minimum traveling salesper son problem)

Instanz: x=(C,d)
C ={c,,....c,} ist eineendliche Mengeund d : C* C® N eine Funktion.

Die Menge C kann beispielsweise as eine Menge von Orten und die Wert d(c;,c;)

konnen al's Abstand zwischen ¢, und c; interpretiert werden.

Lésung: Eine Permutation (Anordnung) p :[1:n]® [1:n], d.h. (implizit) eine Anordnung
<cp(l) -Gy ny ) der Wertein C, die den Wert

én_ld(cp(i) ’Cp(i+1))+d(cp(n) ’Cp(l))
i

minimiert (unter allen moglichen Permutationen von [1: n]).

Dieser Ausdruck gibt die Lange einer , klrzesten Tour” an, diein c,,, startet, nach-
einander dle Orte einmal besucht und direkt vom letzten Ort c,, nach c,,, zu-
rickkehrt. Der Wert p (i) gibt an, wo man sich im i-ten Schritt befindet.

Ein Beispiel einer Instanz ist die Menge C={c,,....c,} mit den Werten d(c,c,)=10,
d(c,,c,)=5, d(c,,c,)=9, d(c,,c,) =8, d(c,,c,) =9, d(c,,c,)=3 und d(c,,c;)=d(c;,c ).

2 3 49 e
DiePermutationng > 4 3g,d.h. die Anordnung <c1,c2,c4,c3> der Wertein Cist eine
a

(optimale) Lésung mit Wert 27.
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Eine verallgemeinerte Formulierung des Problems des Handlungsreisenden bezogen auf end-
liche Graphen lautet:

Problem des Handlungsreisenden auf Graphen als Optimierungsproblem

Instanz: G =(V,E,w)
G=(V,E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der
Knotenmenge V ={v,,...,v.}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge

El V“V; die Funktion w: E® R,, gibt jeder Kante el E ein nichtnegatives
Gewicht.

Losung: Eine Tour durch G, d.h. eine geschlossene Kantenfolge
<(vi1,vi2),( . i3),...,(vin_l,vin )( in,vi1)> mit (vii ,viM)T E fur j=1,..,n-1,
in der jeder Knoten des Graphen (als Anfangsknoten einer Kante) genau einmal

vorkommt, die minimale Kosten (unter allen mdglichen Touren durch G) verur-
sacht. Mankann 0.B.d.A. v, =, setzen.

Die Kosten einer Tour <(v v ) Vv ) v v ) (v )> ist dabei die Summe

L P ? Tn 'l

der Gewichte der Kanten auf der Tour, d.h. der Ausdruck

n-1

[o]

a W(vii ,vim)+ W(vin ,vil).
j=1

Das Problem des Handlungsreisenden findet vielerlei Anwendungen in den Bereichen

Transportoptimierung:

Ermittlung einer kostenminimalen Tour, die im Depot beginnt, n- 1Kunden erreicht und im De-
pot endet.

Flieffbandproduktion:

Ein Roboterarm soll Schrauben an eéinem am Flief3band produzierten Werkstiick festdrehen. Der
Arm startet in einer Ausgangsposition (Uber einer Schraube), bewegt sich dann von einer zur
néchsten Schraube (insgesamt n Schrauben) und kehrt in die Ausgangsposition zurtick.
Produktionsumstel lung:

Eine Produktionsstétte stellt verschiedene Artikel mit denselben Maschinen her. Der Herstd-
lungsprozeld verlauft in Zyklen. Pro Zyklus werden n unterschiedliche Artikel produziert. Die
Anderungskosten von der Produktion des Artikels v; auf die des Artikels v, betragen W((vi WV ))

(Geldeinheiten). Gesucht wird eine kostenminimale Produktionsfolge. Das Durchlaufen der
Kante (Vi ,Vj) entspricht dabei der Umstellung von Artikel v, auf Artikel v;. Gesucht ist eine

Tour (zum Ausgangspunkt zurtick), weil die Kosten des néchsten, hier des ersten, Zyklusstarts
mit einbezogen werden missen.
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Problem des Handlungsreisenden auf Graphen als Ber echnungspr oblem

Instanz: G =(V,E,w)
G=(V,E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der
Knotenmenge V ={v,,...,v.}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge

El V“V; die Funktion w: E® R,, gibt jeder Kante el E ein nichtnegatives
Gewicht.

Losung: 1 . .
g Der Wert 3 wlv. ,v. J+wilv. ,v. ) einer kostenminimalen Tour
ja:.l i i+ in? iy

<(vi1 Vi ) (viz Vi, ) (vin_1 Vi ) (vin Vi, )> durch G.

Zu beachten ist hierbel, dal3 nicht eine kostenminimale Tour selbst gesucht wird, sondern le-
diglich der Wert einer kostenminimalen Tour. Eventuell ist es méglich, diesen Wert (durch
geeignete Argumentationen und Hinweise) zu bestimmen, ohne eine kostenminimale Tour
explizit anzugeben. Das Berechnungsproblem scheint daher ,,einfacher zu |6sen zu sein als
das Optimierungsproblem.

Problem des Handlungsreisenden auf Graphen als Entscheidungspr oblem

Instanz: G =(V,E,w) und KT R,
G=(V,E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der
Knotenmenge V ={v,,...,v.}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge

El V“V; die Funktion w: E® R,, gibt jeder Kante el E ein nichtnegatives
Gewicht.

Losung: Die Antwort auf die Frage:
Gibt es eine kostenminimale Tour <(vi1,vi2 | H\RYIN B VARV VA )> durch G,
deren Wert £K ist?

Bel dieser Problemstellung ist nicht einmal der Wert einer kostenoptimalen Tour gesucht,
sondern lediglich eine Entscheidung, ob dieser Wert ,,nicht zu grof3*, d.h. kleiner als eine vor-
gegebene Schranke ist. Das Entscheidungsproblem scheint daher ,,noch einfacher” zu lésen zu
sein als das Optimierungsproblem.

Im vorliegenden Fall des Problems des Handlungsreisenden befindet man sich jedoch im Irr-
tum: In einem noch zu prézisierenden Sinne sind bei diesem Problem alle Problemvarianten
algorithmisch gleich schwierig zu 16sen.
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Das Beispidl 183 sich veralgemeinern, wobel im folgenden vom (vermeintlich) einfacheren
Problemtyp zum komplexeren Problemtyp Gbergegangen wird.

DieInstanz x eines Problems P ist eine endliche Zeichenkette Uber einem endlichen Alpha-
bet S, , das dazu geeignet ist, derartige Problemstellungen zu formulieren, d.h. x1 S, .

Es werden folgende Problemtypen unterschieden:
Entscheidungsproblem P :

Instanz: xi s;
und Spezifikation einer Eigenschaft, die einer Auswahl von Elementen aus S, zu-
kommt, d.h. die Spezifikation einer Menge L, | S, mit
L, ={ul S |u hat die beschriebene Eigenschaft }

Loésung: Entscheidung ,ja, falls x1 L, ist,
Entscheidung ,nein®, falls xI L, ist.

Bemerkung: In konkreten Beispielen fur Entscheidungsprobleme wird gelegentlich die Pro-
blemspezifikation nicht in dieser strengen formalen Weise durchgefiihrt. Insbe-

sondere wird die Spezifikation der die Menge L, | S, beschreibenden Eigen-
schaft direkt bei der L6sung angegeben.

Bel der Losung eines Entscheidungsproblems geht es also darum, bei Vorgabe einer Instanz
x1 S, zu entscheiden, ob x zur Menge L, gehdrt, d.h. eine genau spezifizierte Eigenschaft,
die genau allen Elementenin L, zukommt, besitzt, oder nicht.

Es zeigt sich, dal3 der hier formulierte Begriff der Entscheidbarkeit sehr eng gefald ist. Eine
erweiterte Definition eines Entscheidungsproblems verlangt bei der Vorgabe einer Instanz

x1 S, nach endlicher Zeit lediglich eine positive Entscheidung ,ja‘, wenn x1 L, ist. Ist
xI L, , so kann die Entscheidung eventuell nicht in endlicher Zeit getroffen werden. Dieser

Begriff der Entscheidbarkeit fuhrt auf die rekursiv aufzahlbaren Mengen (im Gegensatz zu
den entscheidbaren Mengen) und ist Gegenstand von Kapitel 3.
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Berechnungsproblem P :

Instanz: i S*P
und die Beschreibung einer Funktion f:S, ® S¢.

Losung: Berechnung des Werts f(x) .

Optimierungsproblem P :

Instanz: 1. x1 s;
2. Spezifikation einer Funktion SOL ,, , die jedem xI S, eine Menge zulassiger
L dsungen zuordnet
3. Spezifikation einer Zielfunktion m, , die jedem x1 S, und yl SOL, (x) e-
nen Wert m, (x,y), den Wert einer zulassigen L 6sung, zuordnet
4. goal, 1 {min,max}, je nachdem, ob es sich um ein Minimierungs- oder ein
M aximierungsproblem handelt.

Losung: y'1 SOL, (x) mit m,(x y")=min{m, (xy)|yl SOL,(x)} bei einem Minimie
rungsproblem (d.h. goal, =min) bzw. m, (x,y")=max{m, (x,y)|yl SOL, (x)}
bel einem Maximierungsproblem (d.h. goal, = max) .
Der Wert m, (x,y") einer optimalen Lésung wird auch mit m, (x) bezeichnet.

In dieser (formalen) Terminologie wird das Handlungsreisenden-Minimierungsproblem wie
folgt formuliert:

Instanz: 1. G=(V,E,w)

G =(V,E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der
Knotenmenge V ={v,,...,v. }, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge
El V“V; die Funktion w: E® R,, gibt jeder Kante el E ein nichtnegati-
ves Gewicht

2. SOL(G) :{T [T = <(vi1 Vi, ) (viz Vi, ) (vin_1 Vi ) (vin Vi )> ist eine Tour durch G};
eine Tour durch G ist eine geschlossene Kantenfolge, in der jeder Knoten des
Graphen (als Anfangsknoten einer Kante) genau einmal vorkommt

3. fur T1 SOL(G), T =({v, v, ) (v, v, ) (v, v )} (v, v, ) it die Zietfunktion



24 1 Einleitung

n-1
definiert durch m(G,T)=8Q W(vii ,vim)+ w(vin ,vil)
j=1

4. goal =min

Losung: Eine Tour T°1 SOL(G), die minimale Kosten (unter alen moglichen Touren durch
G) verursacht, und m(G,T*).

Im folgenden werden zunéchst hauptsachlich Entscheidungsprobleme (kommt einem Wort
x1 S, eine Eigenschaft zu, d.h. gilt x1 L, fir eine Sprache L, I S, ?) und Berechnungs-
probleme (man berechne den Wert f(x) fir eine Funktion f:S, ® S¢) behandelt. Diese

Probleme sollen algorithmisch gel6st werden. Dazu missen die Begriffe der Entscheidbarkeit
und der Berechenbarkeit préziser gefaldt und geeignete Modelle Berechnungsmodelle definiert
werden.

1.3 Einintuitiver Algorithmusbegriff

Ein Algorithmus ist eine Verfahrensvorschrift (Prozedur, Berechnungsvorschrift), die aus a-
ner endlichen Menge eindeutiger Regeln besteht, die eine endliche Aufeinanderfolge von
Operationen spezifiziert, so dal3 eine L6sung zu einem Problem bzw. einer spezifischen Klas-
se von Problemen daraus erzielt wird.

Konkret kann man sich einen Algorithmus a's ein Computerprogramm vorstellen, das in einer
Pascal-8hnlichen Programmier sprache formuliert ist. Darunter versteht man Programmier-
sprachen, die
Deklarationen von Variablen (mit geeigneten Datentypen) zulassen
die Ublichen arithmetischen Operationen mit Konstanten und Variablen und Wertzuwel-
sungen an Variablen enthalten
Kontrollstrukturen wie Sequenz (Hintereinanderreihung von Anweisungen, blockstruk-
turierte Anweisungen, Prozeduren), Alternativen (IF ... THEN ... ELSE, CASE ...
END) und WHILE-Schleifen (WHILE ... DO ...) besitzen.
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Von einem Algorithmus erwartet man eine Reihe von Eigenschaften, damit er as , effektives
Rechenverfahren® gelten kann:

=

Die Verfahrensvorschrift (das Programm) soll aus einem endlichen Text bestehen.

2. Der Ablauf einer Berechnung soll schrittweise al's Folge elementarer Rechenschritte erfol-
gen.

3. Das Verfahren soll deterministisch sein, d.h. in jedem Stadium einer Berechnung soll
vollstdndig und eindeutig bestimmt sein, welcher elementare Rechenschritt als néchster
getan wird. Ein Text ,Be Eingabe von x kann man fur f(x) einen von endlich vielen

Werten aussuchen” ist as Teil eines Algorithmus nicht zulassig.

4. Das Verfahren soll abgeschlossen sein, d.h. welcher Rechenschritt al's nachster getan wird,
soll ausschliefdlich von den Eingabewerten und den vorangegangenen berechneten Zwi-
schenergebnissen abhéngen. Ein Text ,, f (X) =X, wenn es gerade regnet bzw. = 2x sonst “
ist als Tell eines Algorithmus nicht zul&ssig.

5. Das Verfahren soll im Prinzip beliebig grof3e Zahlen handhaben kénnen.

Typische Fragestellungen bel einem gegebenen Algorithmus fir eine Problemldsung sind:
Halt der Algorithmus immer bei einer gultigen Eingabe nach endlich vielen Schritten an?

Berechnet der Algorithmus bel einer guiltigen Eingabe eine korrekte Antwort?

Die positive Beantwortung beider Fragen erfordert einen mathematischen Korrektheitsbe-
weis des Algorithmus. Bei positiver Beantwortung nur der zweiten Frage spricht man von
partieller Korrektheit. Fir die partielle Korrektheit ist lediglich nachzuweisen, dal3 der Al-
gorithmus bel einer gultigen Eingabe, bei der er nach endlich vielen Schritten anhélt, ein kor-
rektes Ergebnis liefert.

Wieviele Schritte benttigt der Algorithmus bei einer gultigen Eingabe hochstens (wor st
case analysis) bzw. im Mittel (average case analysis), d.h. welche (Zeit-) Komplexitat
hat er im schlechtesten Fall bzw. im Mittel? Dabel ist es natiirlich besonders interessant
nachzuweisen, dal3 die Komplexitdt des Algorithmus von der jeweiligen Formulierungs-
grundlage (Programmiersprache, Maschinenmodell) weitgehend unabhéngig ist.

Entsprechend kann man nach dem benétigten Speicher platzbedarf (Platzkomplexitat) eines
Algorithmus fragen.
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Die Beantwortung dieser Fragen fur den schlechtesten Fall gibt obere Komplexitatsschran-
ken (Garantie fur das Laufzeitverhalten bzw. den Speicherplatzbedarf) an.

Gibt es zu einer Problemldsung eventuell ein ,noch besseres* Verfahren (mit weniger
Rechenschritten, weniger Speicherplatzbedarf)? Wieviele Schritte wird jeder Algorith-
mus mindestens durchfihren, der das vorgelegte Problem 16st?

Die Beantwortung dieser Frage liefert untere Komplexitétsschranken.
Entsprechend der verschiedenen Problemtypen (Entscheidungsproblem, Berechnungspro-

blem, insbesondere Optimierungsproblem) gibt es auch unterschiedliche Typen von Algo-
rithmen:

Ein Algorithmus A, fur ein Entscheidungsproblem P mit der Menge L, IS, hat die
Schnittstellen und die Form

Eingabe: xS,

Ausgabe: j a (accept), falls x1 L, gilt
nei n (reject), falls xI L, gilt.

Xl Sp » | a Xl I:P
P L » nein, XI L,

Bei Eingabe von x1 S, wird mit A, (x), A_(x)] { ja, nein}, die Entscheidung von
A bezeichnet.

Esgilt also fur xT S, :
Esist xI L, genaudann, wenn A bei Eingabevon xI S, mit A__(x)=j a stoppt.

Wie bereits in Kapitel 1.2 bemerkt, erweist sich der definierte Begriff des Entscheidungs-
algorithmus as zu eng gefald, wenn man fordert, dald3 der Algorithmus bei jeder Eingabe

x1 S, stoppt (entweder mit Antwort j a oder nei n). Es werden daher auch Entscheidungs-
probleme algorithmisch behandelt, die Verfahren zulassen, die nicht bei jeder Eingabe anhal-
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ten. Bei Eingabe von x1 S, stoppt der Algorithmus mit Antwort j a, falls xT L, ist. Fir
x| L, wird zugelassen, dai der Algorithmus entweder mit Antwort nei n stoppt oder nicht

terminiert. Dieser Algorithmusbegriff fihrt auf den Begriff der rekursiv aufzahlbaren Men-
gen.

Ein Algorithmus A, fur ein Berechnungsproblem P (Berechnung einer Funktion

f:S, ® S¢) hat die Schnittstellen und die Form
Eingabe: xS,

Ausgabe: f(x)1 s¢

x1 S, i
—» A » ()1 St

Mit A, (x) wird das Berechnungsergebnisvon A, bei Eingabevon x1 S, bezeichnet, d.h.
A, (x)= f(x).Fals A, bei einer Eingabe x1 S, nicht anhdlt, ist f(x) nicht definiert. In

diesem Fall berechnet A ; eine partielle Funktion.

Mit diesen sehr ,vagen* Begriff der Berechenbarkeit 183 sich bereits zeigen, dal3 es Funktio-
nen gibt, die nicht berechenbar sind. Genauer:

Satz 1.3-1:
Es gibt nichtberechenbare Funktionen der Form g:N® {0,1}.

Beweis;

Wieder wird die Diagonalisierungstechnik verwendet (vgl. den Beweis von Satz 1.1-3):
Jedes Berechnungsverfahren ist ein Algorithmus, der mit Hilfe eines endlichen Alphabets S
formuliert werden kann. Die Menge B aller Berechnungsverfahren fir Funktionen der Form

g:N® {0,1} ist daher eine Teilmenge von S™ und damit abzahlbar (unendlich). Es gibt da-
her eine hijektive Funktion f:N® B, d.h. B={ f(0), f(2), f(2),..}. Die folgende Argu-
mentation wird klarer, wenn man B in der Form B={ f,, f, f,,..} darstellt, d.h. die Nummer
einer Funktion in B als Index angibt. Es wird eine Funktion g,:N® {0,1} wie folgt defi-
niert:
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iN ® {01}
%l @ 10 falls f, (W =1 ig.
f i1 fals f,(n)=0

Angenommen, die Funktion g, komme in B vor. Dann hat g, eine Nummer igT N in der
Aufzdhlung von B, also g, = fig. Nun gibt es zwei Moglichkeiten: entweder go(ig):o oder
91, )=1.

Ist goi, )=0, dann ist (nach Definition von g,) f, (i;)=1. Wegen g, = f,  entsteht der Wi-
derspruch 0= goig)= f, (iy)=1.

Ist goli,)=1, dann ist (nach Definition von g,) f, (i,)=0. Wieder ergibt sich ein Wider-
spruch, namlich 1=go (i, )= f, (i,)=0.

Daher ist g,i B und damit eine nichtberechenbare Funktion der Form g:N® {0,1}.///

Der Vollstandigkeit halber soll noch die Form eines Algorithmus zur Losung eines Optimie-
rungsproblems, wie esin Kapitel 1.2 definiert wurde, angefiihrt werden:

Ein Algorithmus A ,; fur ein Optimierungsproblem P mit Zielfunktion m, und Opti-
mierungsziel goal, T { min, max} hat die Schnittstellen und die Form

Eingabe: xS,

Ausgabe: y'T SOL, (x) und m, (x,y")=goal . {m, (x,y)|yT SOL, (x)}

~ *

xI S ; .
— 5 A opT y ¥ 1SOL,(x und m, (x.y")

Mit A (x) wird dievon A, bei Eingabevon x1 S, ermittelte Losung bezeichnet, d.h.
Ager (X)=(y",m (x,y")). Hier wird implizit vorausgesetzt dak firr x1 S,, die Menge
SOL , (x) nichtleer ist.
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2 Modedleder Berechenbarkeit

In diesem Kapitel werden zwei unterschiedliche Ansétze beschrieben, die den Begriff der Be-
rechenbarkeit mathematisch exakt formulieren: das Modell der Turingmaschine und das Mo-
dell der Random Access Maschine. Beide Modelle sind ,, theoretische® Modelle, da man we-
der eine Turingmaschine noch eine Random Access Maschine (wegen der Modellierung des
eingesetzten Speichers) physisch bauen kann. Sie @hneln jedoch sehr der Architektur heutiger
Rechner.

Beide Modelle haben ihre Stérken. Die Turingmaschine ist Basismodell in der Automaten-
theorie, die ihrerseits eng verkniipft mit der Theorie der Formalen Sprachen ist. Diese wieder-
um hat erst die Grundlage dazu gelegt, dald wir heute Uber Programmiersprachen und schnelle
Compiler und Uber méchtige Modellierungswerkzeuge in der Anwendungsentwicklung verfi-
gen. Die Random Access Maschine ist ein Modell eines Rechners einschliefdich einer sehr
einfachen Assemblersprache, so dal3 es eher einen mechanischen Zugang zum Begriff der Be-
rechenbarkeit liefert. Es stellt sich heraus, dal3 die Modelle dquivalent in dem Sinne sind, dal3
siein der Lage sind, die gleiche Menge von Funktionen zu berechnen bzw. die gleichen Men-
gen zu entscheiden (in eéinem noch zu prézisierenden Sinn).

Ein weiterer Ansatz, der jedoch auch hier nicht vertieft wird, beschéftigt sich damit, eine Pro-
grammiersprache auf ihre minimale Anzahl moglicher Anweisungstypen zu reduzieren. Auch
hier stellt sich heraus, dal3 die Berechnungsfahigkeit dieses Modells mit der einer Turingma-
schine aquivalent ist.

Auch weitere hier nicht behandelte Ansitze wie die eher mathematisch ausgerichteten Theori-
en der m-rekursiven Funktionen oder des Churchsche | -Kalkils haben bisher keinen for-
malen umfassenderen Berechenbarkeitsbegriff erzeugt. Daher wird die a's Churchsche These
bekannte Aussage als guiltig angesehen, nach der das im folgenden behandelte Modell der Tu-
ringmaschine die Formalisierung des Begriffs ,, Algorithmus® darstellt.

2.1 Deterministische Turingmaschinen

Das hier beschriebene Modell zur Berechenbarkeit wurde 1936 von Alan Turing (1912 —
1954) vorgestellt, und zwar noch vor der Entwicklung der Konzepte moderner Computer.
Grundlage ist dabei die Vorstellung, dal3 eine Berechnung mit Hilfe eines mechanischen Ver-
fahrens durchgefihrt wird, wobel Zwischenergebnisse auf einem Rechenblatt notiert und
spéater wieder verwendet werden konnen. Die seinem Initiator zu Ehren genannte Turingma-
schine stellt ein theoretisches Modell zur Beschreibung der Berechenbarkeit dar und ist trotz
seiner Ahnlichkeit mit heutigen Computern hardwaremafig nicht redisierbar, da es tber ei-
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nen abzahlbar unendlich grofRen Speicher verflgt. Es hat wesentlichen Einfluf3 sowohl auf die
mathematische Logik als auch auf die Entwicklung heutiger Rechner genommen.

Eine deter ministische k-Band-Turingmaschine (k-DTM) TM ist definiert durch
TM = (Q!S! I !d!b!qO’qaccept)
mit:

1. Qist eine endliche nichtleere Menge: die Zustandsmenge

2. S igt eine endliche nichtleere Menge: das Arbeitsalphabet; S enthdt ale Zeichen, diein
Feldern der Bander (siehe unten) stehen kdnnen

3. 11 Sist eine endliche nichtleere Menge: das Eingabealphabet; mit den Zeichen aus |

werden die Worter der Eingabe gebildet

bl S \IistdasLeerzeichen

q,1 Q ist der Anfangszustand (oder Startzustand)

T Q ist der akzeptierende Zustand (Endzustand)

qaccept

d: (Q\{Gaccent})” S*® Q" (S” {L,R,S})" ist eine partielle Funktion, die Uberfiihrungs-
funktion; insbesondere ist d(q,a,,...,a,) fir 0= Ocee NiCht definiert; zu beachten ist,

N oo g A

da’3 d fir einige weitere Argumente eventuell nicht definiert ist.

Anschaulich kann man sich die Arbeitsweise einer k-DTM wie folgt vorstellen:

Es gibt k (Speicher-) Bénder, die jeweils in Zellen eingeteilt sind und nach rechts unendlich
lang sind. Jede Zelle eines jeden Bands kann einen Buchstaben des Arbeitsal phabets aufneh-
men. Eine Zelle, die das Leerzeichen enthdlt, wird as leere Zelle bezeichnet. Fir jedes Band
gibt es genau einen Schreib/L esekopf, der jeweils genau Uber einer Zelle steht. Dieser kann
den Zellinhalt lesen, neu beschreiben und zur linken oder rechten Nachbarzelle Ubergehen
oder auf der Zelle stehenbleiben. Welche Aktion der jeweilige Schreib/Lesekopf unternimmt,
wird in der Uberfiihrungsfunktion d in Abhangigkeit vom Zustand (des Steuerwerks) und der
auf den Bandern gelesenen Zeichen angegeben.

Die Arbeitsweise der k-DTM wird durch ein endliches Steuerwerk festgelegt, dessen Zu-
standstiberfiihrungen getaktet ablaufen und durch d beschrieben werden:

Liest der Kopf des i-ten Bandes den Buchstaben a1 S (i = 1, ..., K), ist das Steuerwerk im
Zustand g und ist

d(a.a,...a)=(a¢(b.d,)..... (o)),
dann geht das Steuerwerk in den Zustand q¢ Uber, der i-te Kopf schreibt b und geht zur lin-

ken Nachbarzelle fur d. =L (falls dieses moglich ist), zur rechten Nachbarzelle fir d. =R
oder bleibt fir d. = S Uber der Zelle stehen.





